Neue Strategien zur Losung von

[somorphieproblemen

Dem Fachbereich Mathematik der
Universitat Bayreuth
zur Erlangung des akademischen Grades eines

Dr. rer. nat.

eingereichte Dissertation

von
Herrn Dipl.-Math. Matthias Koch
aus

Wiirzburg

1. Gutachter:
2. Gutachter:

Tag der Einreichung:
Tag des Kolloquiums:



Danke Leute



Summary

Deciding whether two objects with a given structure are identical is a common
problem in mathematics, just as in other areas such as chemistry or electronic
design automation. For instance, deciding whether two graphs can be made
equal by renumbering their nodes is a classical isomorphism problem. In elec-
tronic design automation, effectively telling whether a small given logic circuit
is implemented in a big circuit board is a common task.

Some of these problems are easy to solve, while others seem to have no effi-
cient algorithmical solution. The subgraph isomorphism problem, for example,
is known to be NP-complete and thus difficult to solve. The same goes for the
graph isomorphism problem, which might be NP-complete, although this has

not been proven.

Homomorphisms of group actions have turned out to be one of the most
powerful concepts to solve those isomorphism problems. The Homomorphism
Principle by Reinhard Laue established the mathematical basis of many effi-
cient algorithms. However, this approach seemed futile in situations where no
homomorphism in the desired direction exists.

Bernd Schmalz discovered a solution to this problem by using a homomor-
phism in the opposite of the usual direction. Schmalz named this technique
,Leiterspiel after the children’s game ,Snakes and Ladders* and developed a
very successful breadth first search algorithm applying this technique.

As long as all intermediate results of the Snakes and Ladders algorithm can be
stored in a fast working memory, the algorithm is very efficient. But since the
number of generated intermediate results grows very quickly, Snakes and Lad-
ders was limited to problems with intermediate results fitting into the working
memory. Until now, there appeared to be no alternative to storing all interme-

diate results, since Snakes and Ladders accesses them in no predictable order.

The most important result of the present thesis is a new mathematical ap-
proach providing an efficient way of calculating all branches where a given
intermediate result is needed. This led to the development of three novel algo-
rithms, the Depthfirst StroLL Algorithm, the Breadthfirst StroLL Algorithm
and the Leiterspiel Light Algorithm which are independent of the storage of



all intermediate results. These algorithms have very modest working memory
requirements but still show the same efficiency as the original Snakes and Lad-

ders algorithm.

For every Snakes and Ladders algorithm, a series of homomorphisms, the
so-called ladder, is needed. The mathematical foundation for the new algo-
rithms are the so-called strong ladders, which require further conditions to
the homomorphisms. This thesis establishes the mathematical basis of these

ladders clearly and formulates proof for each conclusion.

In order to use the algorithms presented in this work, specific ladders tai-
lored to the problem must be found. A construction strategy presented in this
thesis helps the user to build the required ladders. Finally, the three new al-
gorithms presented in this thesis were implemented in the C++ programming
language. Along with Schmalz’ original Snakes and Ladders, they were tested

on their comparative performance and memory requirements.



Zusammenfassung

In vielen Bereichen der Mathematik, sowie in der Chemie und beim automa-
tisierten Entwurf elektronischer Systeme, muss fiir zwei verschiedenen Struk-
turbeschreibungen festgestellt werden, ob die beschriebenen Objekte identisch
sind. Ein klassisches Isomorphieproblem ist zum Beispiel die Fragestellung,
ob zwei verschiedene Graphen durch eine Umbenennung ihrer Knotenmengen
identisch werden konnen. Beim automatisierten Entwurf elektronischer Sys-
teme taucht ein dhnliches Problem auf, wenn fiir zwei unterschiedliche elek-
tronische Schaltpléne einer logischen Schaltung festgestellt werden soll, ob die
beiden Schaltungen sich logisch identisch verhalten.

Einige dieser Problemstellungen sind leicht zu 16sen, wihrend fiir andere wie-
derum kein effizienter Losungsalgorithmus bekannt ist. Beim Teilgrapheniso-
morphieproblem zum Beispiel konnte nachgewiesen werden, dass es in der Klas-
se der NP vollstindigen Probleme enthalten ist und aufgrund dessen nur schwer
zu 16sen ist. Ahnliches gilt fiir das Graphenisomorphieproblem, bei dem jedoch
bisher nicht festgestellt werden konnte, ob es in der Klasse der NP vollstandi-

gen Probleme liegt.

Bei vielen Isomorphieproblemen hat sich gezeigt, dass Homomorphismen
von Gruppenoperationen ein méichtiges Werkzeug zur Lésung dieser Proble-
me sein konnen. Das von Reinhard Laue gefundene Homomorphieprinzip ist
die mathematische Grundlage von vielen effizienten Algorithmen zur Losung
dieser Isomorphieprobleme. In einigen Situationen, in denen kein Homomor-
phismus in der gewiinschten Richtung existiert, schien diese Technik jedoch
nicht anwendbar.

Bernd Schmalz entdeckte jedoch eine Technik, bei der ein Homomorphismus in
der umgekehrten zu der sonst iiblichen Richtung verwendet wird. Er benannte
seine ,, Leiterspiel‘-Technik nach einem Spiel fiir Kinder und entwickelte einen
sehr erfolgreichen Algorithmus in Breitensuche, der diese Technik verwendet.
Solange alle Zwischenergebnisse, die bei der Bearbeitung einer gegebenen Pro-
blemstellung berechnet werden, im Hauptspeicher gehalten werden koénnen,
ist dieser Algorithmus auferordentlich effizient. Da die Anzahl der Zwischen-
ergebnisse jedoch meist sehr schnell anwéchst, ist der urspriingliche Leiter-

spiel Algorithmus nur bei den Problemstellungen anwendbar, bei denen die



Zwischenergebnisse im Hauptspeicher Platz finden. Bis zur Verdffentlichung
dieser Arbeit schien es keine Alternative zu geben, bei der die Zwischener-
gebnisse nicht im Speicher gehalten werden miissen, da es nicht mdéglich war
vorherzusagen, in welchen Verzweigungen des Algorithmus ein zuvor berech-

netes Zwischenergebnis benétigt wird.

Das wichtigste Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist die mathematische Be-
schreibung einer neuen Vorgehensweise, mit der im Voraus berechnet werden
kann, in welchen Zweigen des Algorithmus ein gegebenes Zwischenergebnis be-
notigt wird. Diese Technik ermdglichte drei neue Algorithmen, den Breadthfirst
StroLL. Algorithmus, den Depthfirst StroLL. Algorithmus und den Leiterspiel
Light Algorithmus, bei denen die Zwischenergebnisse nicht mehr wahrend der
gesamten Laufzeit im Speicher gehalten werden miissen. Diese Algorithmen
haben im Gegensatz zum urspriinglichen Algorithmus von Schmalz einen ge-
ringen Speicherbedarf, wihrend die Effizienz des urspriinglichen Algorithmus
erhalten bleibt.

Fiir alle Leiterspielalgorithmen wird eine Menge Homomorphismen bend-
tigt, die durch eine sogenannte Leiter beschrieben werden. Die Basis dieser
neuen Algorithmen sind die sogenannten starken Leitern, das sind Leitern, bei
denen die verwendeten Homomorphismen weitere Bedingungen erfiillen miis-
sen. In dieser Arbeit wird die mathematische Grundlage dieser Leitern klar

herausgearbeitet und alle Schlussfolgerungen werden mit Beweisen belegt.

Um die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen anwenden zu konnen,
miissen speziell auf das entsprechende Problem zugeschnittene starke Leitern
bereitgestellt werden. Daher wurde in dieser Arbeit ein Weg beschrieben, wie
die entsprechenden Leitern berechnet werden konnen. Weiterhin wurden die
drei Algorithmen, die im Rahmen dieser Arbeit gefunden und beschrieben wur-
den, in der Programmiersprache C-++ implementiert. Um die Effizienz dieser
drei neuen Algorithmen unter Beweis zu stellen wurden diese mit dem ur-
spriinglichen Algorithmus von Schmalz in Bezug auf ihre Speicheranforderun-

gen und ihre Laufzeit verglichen.
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Kapitel 1
Fur den eiligen Leser

In Kapitel 2 wird der Leser anhand von Beispielen an das Thema dieser Disser-
tation herangefiihrt. Dieses Kapitel kann von allen Lesern, die bereits motiviert

sind, iibersprungen werden.

In Kapitel 3 wird die mathematische und algorithmische Basis dieser Arbeit
gelegt. Neben grundlegenden mathematischen Satzen und Definitionen wird
das Homomorphieprinzip und die Ordnungstreue Erzeugung eingefiihrt. Mit
den Algorithmen dieser Arbeit lassen sich Reprisentanten von Doppelneben-
klassen berechnen. Der Zusammenhang zwischen diesen Doppelnebenklassen
und anderen Isomorphieproblemen, wie zum Beispiel dem Graphenisomorphie-
problem, wird in Kapitel 3.5 erlautert. Dieses Kapitel ist absolut notwendig

fiir das Verstandnis dieser Arbeit.

In Kapitel 4 wird das Leiterspiel nach Schmalz beschrieben. Da alle Al-
gorithmen dieser Arbeit auf dem urspriinglichen Leiterspiel von Schmalz auf-
bauen, ist dieses Kapitel sehr hilfreich, aber nicht notwendig fiir das weitere

Verstandnis.

In Kapitel 5 wird einer der Algorithmen dieser Arbeit anhand eines ein-
fachen Beispiels vorgefiihrt. Hier werden dem Leser die Ideen, die hinter den
drei neuen Leiterspielalgorithmen dieser Arbeit stehen, nidher gebracht. An-
hand von verschieden gefarbten Wiirfeln werden dem Leser die Konzepte und

der Ablauf von einem der neuen Algorithmen vorgestellt. Die mathematischen

1



Konzepte werden dabei anschaulich skizziert, aber nicht genauer ausgefiihrt.

Kapitel 6 stellt den mathematischen Kern dieser Arbeit dar. Hier werden
neue Begriffe wie starke Untergruppenleitern und Konstruktionspfade defi-
niert. Weiterhin werden die Ordnungen auf den Nebenklassenmengen und das
im Folgenden verwendete Kanonizititspriadikat festgelegt. Aufbauend auf die-
sen Definitionen werden eine Vielzahl von Sdtzen bewiesen, die sowohl zur
Konstruktion starker Leitern als auch fiir die spéter beschriebenen Algorith-
men notwendig sind. Die mathematischen Satze und die Definition der star-
ken Leitern werden in Kapitel 6.5 beschrieben. Diese sind schon allein unter
dem gruppentheorischen Blickwinkel sehr interessant, da diese auch als Be-

weisgrundlage fiir weitere Sétze der Gruppentheorie dienen kénnen.

In Kapitel 7 werden drei verschiedene, bisher unbekannte Algorithmen be-
schrieben. Diese dienen dazu, die Kanonizitdt einer gegebenen Nebenklasse zu
untersuchen und den Stabilisator dieser Nebenklasse zu berechnen. Weiterhin
wird in Kapitel 7.1 auch gezeigt, wie diese Algorithmen zur Losung von wei-
teren Isomorphieproblemen, wie dem Graphenisomorphieproblem verwendet
werden konnen. Auch das Teilgraphenisomorphieproblem kann mit jedem die-
ser drei Algorithmen gelést werden. In Kapitel 7.5 wird beschrieben, wie das
Teilgraphenisomorphieproblem auf ein Doppelnebenklassenproblem abgebildet
werden kann. Diese drei Algorithmen sind zusammen mit den starken Leitern

die zentralen Ergebnisse dieser Arbeit.

In Kapitel 8 wird anhand einer Beispielrechnung die Effizienz der drei Al-
gorithmen aus Kapitel 7 mit der Effizienz des urspriinglichen Leiterspielalgo-
rithmus von Schmalz verglichen. Dabei werden nicht nur die Laufzeit sondern

auch der Speicherbedarf der Algorithmen untersucht.

In Kapitel 9 wird angespochen, welche neuen Fragen diese Arbeit aufgewor-

fen hat und in welchen Richtungen noch weiterer Forschungsbedarf besteht.



Kapitel 2
Motivation

In diesem Kapitel soll das Thema der vorliegenden Arbeit vorgestellt und das
Interesse des Lesers geweckt werden. Daher wird an manchen Stellen auf eine

ausfiihrlichere Darstellung der angesprochenen Themen verzichtet.

HoN

HO

Abbildung 2.1: Vitamin By Quelte: Wikipedia

Stellen Sie sich vor, Sie sind Chemiker und haben gerade ein sehr interessan-
tes Molekiil gefunden. Moglicherweise hat das Molekiil iiberraschende chemi-

sche Eigenschaften, ldsst sich zur Herstellung von Wasserstoff verwenden oder

3



es verhindert das Wachstum von Tumoren. Dann mdéchten Sie natiirlich wissen,
ob dieses Molekiil bereits von anderen Chemikern untersucht wurde, ob weitere
Eigenschaften des Molekiils bekannt sind und ob bereits ein Patent auf diesen
Stoff angemeldet wurde. Viele Molekiile haben sogenannte Trivialnamen, das
sind Bezeichnungen, die von der Struktur des Molekiils unabhingig sind, die
sich aber unter Chemikern durchgesetzt haben, wie zum Beispiel der Name
Glaubersalz fiir Natriumsulfat. Wenn das Molekiil bisher noch nicht bekannt
war, so besitzt es natiirlich auch noch keinen Trivialnamen. Daher bendtigen
Sie fiir das Molekiil eine international anerkannte Bezeichnung, mit Hilfe derer
sie in Datenbanken und im Internet nach ihrem Molekiil suchen kénnen.

Um eine eindeutige Bezeichnung fiir ein kleines Molekiil zu finden, geniigt es,
ein paar einfache Regeln anzuwenden, die jeder Chemiker wiahrend des Studi-
ums erlernt hat. Fiir gréfere und kompliziertere Molekiile existieren interna-
tional anerkannte Regelwerke, die eine eindeutige Bezeichnung jedes Molekiils
ermoglichen. Natiirlich gibt es auch Software, die in der Lage ist, zu jedem
Molekiil die international anerkannte Bezeichnung zu finden. Fiir den Mathe-
matiker fillt die Aufgabe, einem Molekiil einen eindeutigen Namen zu geben in
den Bereich der Isomorphieprobleme. Auch die Aufgabe, zu zwei verschiedenen
Strukturbeschreibungen festzustellen, ob es sich dabei um das selbe Molekiil

handelt, ist ein Isomorphieproblem.

In der Biochemie und Medizin werden auch zunehmend Computer einge-
setzt, um Molekiile zu finden, die auf Grund ihrer besonderen Eigenschaften
zum Beispiel als Medikamente eingesetzt werden konnen [3, 23|. Hiufig wird
ein Stoff gesucht, dessen Struktur ganz speziell auf ein Protein abgestimmt ist,
so dass sich dieser Stoff an das Protein anheften kann. Der gesuchte Stoff muss
an ein oder mehreren Stellen wie ein genaues Gegenstiick zu dem entsprechen-
den Protein passen. Jedes Protein hat mehrere Andockstellen, an die sich der
Stoff anheften kann. Zu jeder Andockstelle des Proteins kann das passende
Gegenstiick berechnet werden. Anschliefend kann eine Datenbank daraufhin
untersucht werden, ob bereits einen Stoff darin gespeichert wurde, der das zu-
vor berechnete Gegenstiick als Teilstruktur enthélt. Die Fragestellung, ob ein
gegebener Stoff das gesuchte Gegenstiick, das genau zur Andockstelle passt,

enthélt, ist auch wieder ein Isomorphieproblem.



Isomorphieprobleme tauchen jedoch nicht nur in der Chemie auf, sondern
kommen in ganz unterschiedlichen Zusammenhéngen vor. Es existieren viele
Objekte wie zum Beispiel logische Schaltungen in Field Programmable Gate
Arrays oder abstrakte Objekte wie zum Beispiel Graphen, fiir die es schwierig
ist, eine eindeutige Darstellung zu finden. Um festzustellen, ob zwei verschie-
dene Beschreibungen das selbe Objekt bezeichnen, muss in vielen Fillen ein
Isomorphieproblem gelost werden. Gerade in der Mathematik existieren viele
Objekte, bei denen nur unter grofem Aufwand festgestellt werden kann, ob
zwei verschiedene Beschreibungen das selbe Objekt bezeichnen. Inshesondere
bei der Konstruktion von diskreten Objekten, wie Codes, t-Designs, Graphen,
Arks und vielen geometrischen Objekten, miissen meist Isomorphieprobleme
gelost werden [10, 9, 8, 19].

Bei der Losung von Isomorphieproblemen muss vor allen Dingen die Effi-
zienz des verwendeten Algorithmus gewihrleistet werden. Denn viele Isomor-
phieprobleme gehdren zur Klasse der N P-vollstandigen Probleme, die beriihmt
und beriichtigt sind, weil sie so schwer zu l6sen sind. Schwer zu 16sen sind diese
Probleme nicht deshalb, weil kein Losungsweg bekannt wire, sondern weil der
Losungsweg derart umfangreiche Berechnungen erfordert, dass viele Probleme
auch auf einem Rechencluster nicht in akzeptabler Zeit durchgefiihrt werden
kénnen. Daher gibt es viele mathematische Fragestellungen, die allein deshalb
nicht gelost sind, weil ein Computer zur Lésung des Problems Wochen, Monate

oder sogar Jahre rechnen miisste.

Die meisten professionellen Algorithmen, mit denen sich Isomorphieproble-
me 16sen lassen, zerlegen ein gegebenes Problem in immer kleinere Teilproble-
me, die einzeln leichter zu losen sind. Die Losung jedes dieser Teilprobleme
kann dann zur Losung des néchst groferen Problems verwendet werden. Laue
[12] war der erste, der diese Strategie auf der Basis von Homomorphismen von
Gruppenoperationen formulierte. Sein Homomorphieprinzip kann vermutlich
als die Grundlage aller erfolgreicher Algorithmen zur Lésung von Isomorphie-
problemen angesehen werden. Denn schon jede Invariante, die zur Klassifikati-

on von Strukturen verwendet wird, kann als ein Homomorphismus von Grup-



penoperationen von der Menge der Strukturen in die Menge der Invarianten
betrachtet werden. Und jeder Homomorphismus von Gruppenoperationen, bei
dem die Bahnen in der Bildmenge alle einelementig sind, kann als Abbildung
einer Objektmenge auf eine Menge von Invarianten betrachtet werden. Dieses

Homomorphieprinzip wird in 77 beschrieben.

Ein erstaunliches Beispiel fiir die Effizienz des Homomorphieprinzips ist zum
Beispiel der von Meringer [14] und Griiner [5] entwickelte Graphengenerator
Gradpart. In einem Graphen wird die Anzahl der Kanten, die an einem Knoten
rzusammentreffen, als Knotengrad dieses Knotens bezeichnet. Sind die Knoten-
grade aller Knoten vorgegeben, so kdnnen mit dem Programm Gradpart alle
Graphen konstruiert werden, deren Knoten die entsprechenden Knotengrade
besitzen. Genauer gesagt werden die Graphen implizit durch eine Art Kon-
struktionsanleitung beschrieben, so dass nicht jeder Graph einzeln konstruiert
werden muss. Der Graphengenerator Gradpart ist so effizient, dass dieser zum
Auffinden und Konstruieren eines Graphen im Schnitt weniger als einen CPU-
Takt benotigt.

Eines der bekanntesten Programme zur Losung von Isomorphieproblemen
ist das von McKay geschriebene Programm nauty |13]. Nauty ist gleichzeitig
auch eines der schnellsten Programme zur Lésung von Isomorphieproblemen in
Bezug auf Graphen. Leider ist nauty ausschliefslich zur Losung des Graphen-
isomorphieproblems anwendbar. Daher sehen sich viele Leute gezwungen, die
Objekte, fiir die sie gerne einen Isomorphietest durchfiihren wiirden, in Gra-
phen umzuwandeln. Um die Objekte auf Isomorphie testen zu kénnen, muss
daher zu jedem einzelnen Objekttyp eine Strategie entworfen werden, wie die
zu untersuchenden Objekte so auf Graphen abgebildet werden kénnen, dass
die Struktur der Objekte erhalten bleibt [16].

Ein auf Doppelnebenklassen basierender Isomorphietest ist hingegen viel
universeller einsetzbar, da das seit langem bekannte Split-Lemma, das in Ka-
pitel 3.5 beschrieben ist, eine sehr vielseitige Methode bereitstellt, wie ein
Isomorphieproblem in ein Doppelnebenklassen-Isomorphieproblem {iiberfiihrt

werden kann. Mit Hilfe des Split-Lemmas kdnnen beispielsweise auch alle Gra-



phenisomorphieprobleme auf Doppelnebenklassen-Isomorphieprobleme abge-
bildet werden. In Satz 6.5.2 wird die Konstruktion einer starken Untergrup-
penleiter beschrieben, die bei allen Algorithmen dieser Arbeit ben&tigt wird.
Diese starke Untergruppenleiter ermoglicht es, zu den meisten Isomorphiepro-

blemen auf Doppelnebenklassen einen Isomorphietest durchzufiihren.

Weiterhin konnen Doppelnebenklassen zur Losung vieler gruppentheoreti-
scher Probleme eingesetzt werden, die mit den Algorithmen aus der vorlie-
genden Arbeit auf einheitliche Weise gelost werden konnen. Ein Beispiel fiir
ein schwieriges Problem, das mit Hilfe von Doppelnebenklassen gelést werden

kann, ist die Berechnung der Schnittmenge zweier Untergruppen einer Gruppe.

McKay, der bereits zuvor angesprochene Urheber des Programmes nauty,
gibt in [13] einen Uberblick iiber die bekannten Ansiitze zur Losung von Iso-
morphieproblemen. Dabei wirft er die Frage nach den Zusammenhéngen zwi-
schen den verschiedenen Algorithmen zur Losung von Isomorphieproblemen
auf und grenzt verschiedene Techniken voneinander ab, indem er auf die Un-
terschiede im Speicherbedarf und die Mdoglichkeit zur Parallelisierung eingeht.
In der vorliegenden Arbeit wird einer dieser Ansitze, der Leiterspielalgorith-
mus von Schmalz [18], mit der ordnungstreuen Erzeugung von Read [15] und
Faradzev [4] verbunden. Dies ermdoglicht es, den Speicherbedarf des Leiter-
spielalgorithmus auf ein Minimum zu reduzieren und bahnt damit den Weg
fiir einen parallelisierbaren Leiterspielalgorithmus. Damit geht die vorliegende
Arbeit einen Schritt weiter in Richtung einer vereinheitlichten, auf dem Ho-
momorphieprinzip basierenden Beschreibung aller Techniken zur Losung von
Isomorphieproblemen. Als nédchsten Schritt in Richtung einer vereinheitlichten
Beschreibung und in Richtung effizienterer Algorithmen sehe ich eine dyna-
mischere Verwendung der Untergruppenleitern an. Statt eine fest vorgegebe-
ne Leiter zu verwenden, kénnte der néchste ,,Leiterschritt von der Struktur
der verwendeten Untergruppen abhingig gemacht werden und die Schrittgrdfe
dem Problem angepasst werden. Um die Verwendung von dynamischen Leitern

moglich zu machen, besteht aber noch weiterer Forschungsbedarf.






Kapitel 5

Der Kanonisierungsalgorithmus

am Beispiel eines Wiurfels

In diesem Kapitel sollen der Ablauf und die Ideen hinter dem in den folgenden
Kapiteln beschriebenen Kanonizitétstests vorgestellt werden. Der Schwerpunkt
dieses Kapitels liegt auf einer intuitiven und anschaulichen Beschreibung des
Kanonizitédtstests. Daher wurde an vielen Stellen auf eine exakte Beschreibung
der Vorgehensweise verzichtet. Eine genaue und mathematisch fundierte Dar-
stellung des Algorithmus folgt im Kapitel 7.

Der Zusammenhang zwischen den Wiirfelfairbungen, die in diesem Kapitel zur
Darstellung des Kanonizititstests verwendet werden und den Nebenklassen,
die in Kapitel 6 und 7 zur Beschreibung der Algorithmen verwendet werden,

ist in Kapitel 7.1 erlautert.

5.1 Drehungen eines Wiirfels

Es gibt genau 24 Méglichkeiten einen Wiirfel im Raum zu drehen, so dass jede
Ecke nach der Drehung wieder an einer Position zum Liegen kommt, an der sich
auch vor der Drehung eine Ecke befunden hat. Die 24 Positionen, in denen sich
ein Wiirfel nach einer Drehung befinden kann, werden in Abbildung 5.1 veran-
schaulicht. Die ,jidentische Drehung”, bei der der Wiirfel unveréndert bleibt,
wurde in die Menge der Drehungen mit aufgenommen. Denn das vorliegende
Beispiel soll die mathematische Beschreibung des Algorithmus vorbereiten, in

der die Menge der Drehungen als Gruppe betrachtet wird. Dabei nimmt die

35
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Abbildung 5.1: Die 24 Drehungen eines Wiirfels

identische Drehung den Platz des neutralen Elementes der Gruppe ein.

Die in Abbildung 5.1 dargestellten Wiirfelaugen dienten nur der Veranschauli-
chung, wenn im weiteren Text von Wiirfeln die Rede ist, so sind immer Wiirfel
ohne Augen gemeint. Mit Drehungen sind im Folgenden immer Drehungen
des Wiirfels im dreidimensionalen Raum gemeint, bei denen Ecken wieder auf

Ecken abgebildet werden.

5.2 Fragestellung

In Abbildung 5.2 ist ein Wiirfel dargestellt, bei dem vier der acht Ecken mit
weifsen Kreisen markiert wurden. Um die Positionen der markierten Ecken
angeben zu konnen, wurde jede Eckposition mit einer Zahl markiert. Diese
Positionsangaben bleiben bei den Drehungen unverdndert, das heifst, vor wie
nach jeder Drehung wird die vordere, obere, linke Ecke immer als Ecke Num-

mer eins bezeichnet.

Werden verschiedene Drehungen auf den Wiirfel in Abbildung 5.2 angewen-

det, so stellt sich die Frage, bei welchen Drehungen die weiflen Ecken wieder
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an einer Position landen, an der sich bereits vor der Drehung eine weike Ecke
befunden hat.

Weiterhin stellt sich die Frage, wie viele Moglichkeiten es gibt, vier Ecken eines
Wiirfels weift zu markieren, wenn nur diejenigen Wiirfelfarbungen als verschie-
den betrachtet werden, die durch keine Drehung aufeinander abgebildet werden

kénnen.

Zu einer gegeben Wiirfelfairbung kann die Menge aller Wiirfelfarbungen be-
rechnet werden, die durch Drehungen aufeinander abgebildet werden. Diese
Menge wird auch die Bahn dieser Wiirfelfarbung unter der Operation der Grup-
pe aller Wiirfeldrehungen genannt.

Wenn aus einer beliebigen Bahn eine Wiirfelfarbung ausgewéhlt wurde, die re-
priasentativ fiir die ganze Bahn stehen soll, so wird diese ausgewéhlte Farbung
auch kanonischer Repriasentant genannt. In Kapitel 5.3 wird eine Methode vor-
gestellt, mit der festgelegt werden kann, welche Farbung aus jeder Bahn als

kanonisch bezeichnet werden soll.

Wurden bei der Auswahl der kanonischen Représentanten gewisse Voraus-
setzungen erfiillt, so ist der beschriebene Algorithmus dazu geeignet, folgende

Fragestellungen zu beantworten:

1. Bei welchen Drehungen landet jede der weifs gefarbten Ecken des Wiirfels
in Abbildung 5.2 wieder auf einer Ecke, die bereits vor der Drehung weifs

gefdrbt war? ( Berechnung des Stabilisators )

5 6

4 3

Abbildung 5.2: Wiirfel mit weiff markierten Ecken

2. Ist der Wiirfel in Abbildung 5.2 der kanonische Repridsentant seiner

Bahn? ( Kanonizitétstest )
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3. Welche Bahnen von Wiirfelfarbungen gibt es, bei denen vier Ecken des
Wiirfel weif gefarbt wurden? ( vollstindige Konstruktion bis auf Isomor-

phie )

Im folgenden Beispiel soll vorgefiihrt werden, wie sich die Fragen mit der Num-

mer eins und zwei mit Hilfe des beschriebenen Algorithmus beantworten lassen.

5.3 Kanonische Farbung und Totalordnung

Im Folgenden wird eine Totalordnung auf der Menge der Wiirfelfarbungen fest-
gelegt. Dies ermoglicht es, Wiirfelfairbungen anhand dieser Ordnungsrelation
miteinander zu vergleichen. Um die Beschreibungen nicht unnétig kompliziert
zu machen, wird die Sprechweise ,Férbung A ist grofer/kleiner/gleich Fér-
bung B“ verwendet, wenn zwei Férbungen anhand dieser Ordnungsrelation

miteinander verglichen werden.

Die in Abbildungen 5.2 und 5.3 angegebenen Zahlen weisen jeder Position,
an der sich eine Ecke des Wiirfel befindet, eine Zahl zu. Diese Positionsangaben
ermoglichen es, eine Wiirfelfarbung durch Angabe der markierten Wiirfelecken
zu charakterisieren. Um eine eindeutige Beschreibung jeder Wiirfelfarbung zu
ermoglichen, wird eine einheitliche Beschreibung durch sogenannte Farbungs-

tupel eingefiihrt.

Im vorliegende Beispiel werden nur schwarze, weike und ungefiarbte Ecken
verwendet. Die Farbe Schwarz wird mit dem Buchstaben s und die Farbe weifs
mit dem Buchstaben w abgekiirzt. Im Farbungstupel sollen zuerst alle Ecken,
die mit weifser Farbe markiert wurden und erst anschliefsend die Ecken, die
mit schwarzer Farbe markiert wurden, aufgezdhlt werden. Um die Farbe dieser
Ecke zu verdeutlichen, soll jeweils die Position der Fcke gefolgt vom Buchsta-
ben w, beziehungsweise s geschrieben werden. Dabei sollen die Positionen aller

gleichfarbig markierten Ecken immer der Reihenfolge nach aufgezihlt werden.

In Abbildung 5.2 sind die Ecken an den Positionen 1, 3,6 und 8 weif gefirbt,
daher entspricht die Farbung dem Tupel (1, w, 3, w, 6, w, 8, w).
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Abbildung 5.3: Wiirfel mit dem Farbungstupel (2, w, 5, w, 7, w, 4, s)

Bei dem Wiirfel in Abbildung 5.3 hingegen sind die Ecken an den Positionen
2,5 und 7 weik und die Ecke an Position 4 schwarz gefirbt, daher entspricht
die Farbung dem Tupel (2,w,5,w,7,w,4, s).

Anhand dieses Féarbungstupels kann jetzt eine Totalordnung auf der Menge
der Wiirfelfairbungen angegeben werden. Fiir alle untersuchten Wiirfelfarbun-
gen wird die Ordnung so festgelegt, dass sie der lexikographischen Ordnung

der jeweiligen Farbungstupel entspricht.

Aus jeder Bahn soll genau diejenige Farbung als kanonisch gelten, deren

Féarbungstupel kleiner ist als das aller anderen Farbungen derselben Bahn.

5.4 Stabilisatoren

Zu jedem beliebig markierten Wiirfel bildet die Menge aller Drehungen, bei
denen das Farbungstupel vor der Drehung das selbe ist wie nach der Drehung,
eine Gruppe. Diese Gruppe wird der Stabilisator dieses markierten Wiirfels
genannt.

In diesem Beispiel wird unter anderem gezeigt, wie der Stabilisator der Wiir-

felfarbung aus Abbildung 5.2 berechnet werden kann.

5.5 Homomorphismen

In diesem Beispiel werden zwei verschiedene Abbildungen verwendet. Die erste
Abbildung hat eine Definitionsmenge, die aus allen Wiirfeln besteht, bei de-

nen zwischen einer und acht Ecken farblich markiert sind, davon genau eine
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Abbildung 5.5: Beispiel einer Abbildung unter dem Splitting-Homomorphismus

schwarz und alle anderen weifl. Jede dieser Wiirfelfarbungen wird auf einen
Wiirfel abgebildet, der an denselben Ecken markiert wurde wie der Wiirfel
im Urbild, dessen Markierungen aber alle weif sind. Diese Abbildung wird im

Folgenden auch Fusing-Homomorphismus genannt.

Die zweite Abbildung hat dieselbe Definitionsmenge wie die erste und zwar
die Menge aller Wiirfel, bei denen zwischen einer und acht Ecken farblich mar-
kiert sind, wobei genau eine Ecke schwarz und alle anderen weifs markiert sind.
Jeder Wiirfel aus dieser Definitionsmenge wird durch die zweite Abbildung auf
einen Wiirfel abgebildet, bei dem genau diejenigen Ecken, die im Urbild weifs
gefarbt waren, auch wieder weifs sind, dessen iibrige Ecken aber alle unmarkiert
bleiben. Diese Abbildung wird im Folgenden auch Splitting-Homomorphismus

genannt.

5.6 Konstruktionspfade

Ein Konstruktionspfad ist eine Folge von Wiirfelfdrbungen, die beim voéllig un-

markierten Wiirfel beginnt und die folgenden Bedingungen erfiillt: Fiir je zwei
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aufeinander folgende Wiirfelfarbungen des Tupels, von denen die Erste eine
schwarz markierte Ecke enthélt, muss gelten, dass die Zweite gleich dem Bild
der Ersten unter dem Fusing-Homomorphismus ist. Fiir je zwei aufeinander
folgende Wiirfelfarbungen des Tupels, von denen die Erste keine schwarz mar-
kierte Ecke enthilt, muss gelten, dass die Erste gleich dem Bild der Zweiten
unter dem Splitting-Homomorphismus ist. In Abbildung 5.6 ist ein Beispiel fiir

einen Konstruktionspfad zu sehen.

Unter Verwendung der Totalordnung auf der Menge der Wiirfelfirbungen
kann jetzt eine Totalordnung auf der Menge der Konstruktionspfade definiert
werden. Im Folgenden soll genau derjenige von zwei gegebenen Konstruktions-
pfaden als kleiner gelten, dessen Tupel lexikographisch kleiner ist als das des
anderen Pfades.

Konstruktionspfade werden im folgenden Text auch kurz als Pfade bezeichnet.

5.7 Vorbereitungen

Als Vorbereitung fiir den Algorithmus ist es erforderlich, den kleinsten Pfad
zu dem in Abbildung 5.2 gegebenen Wiirfel zu finden. Dieser kleinste Pfad ist
in Abbildung 5.6 dargestellt und wird im Folgenden mit p bezeichnet. Dieser
kleinste Pfad kann leicht mit Hilfe von dem in Abschnitt 7.6.6 beschriebenen
Algorithmus gefunden werden, daher soll an dieser Stelle nicht weiter darauf
eingegangen werden.

Als weiterer Vorbereitungsschritt muss fiir den Pfad p gepriift werden, ob
jede Komponente aufser der letzten eine kanonische Wiirfelfarbung ist. Ist ei-
ner der Wiirfel des Pfades nicht kanonisch, so sind auch die darauf folgenden
Wiirfel des Pfades p nicht kanonisch. Dies kann in dhnlicher Weise zu der Be-
weisfiihrung von Lemma 6 auf Seite 66 nachgewiesen werden, auf den Nachweis

soll jedoch an dieser Stelle verzichtet werden.

Wenn sich an dieser Stelle bereits herausstellt, dass eine der Komponenten
des Pfades p nicht kanonisch ist, so braucht der in diesem Beispiel betrachtete

Algorithmus nicht durchgefiihrt werden, da ja das gesuchte Ergebnis bereits
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Abbildung 5.6: der kleinste Pfad zum Wiirfel in Abbildung 5.2

fest steht. Die Uberpriifung, ob jede aufer der letzten Komponente des Pfades
p kanonisch ist, kann durch einen rekursiven Aufruf des hier beschriebenen
Algorithmus erfolgen. Daher soll auch auf diesen Schritt nicht weiter einge-
gangen werden. Die Uberpriifung der letzten Komponente des Pfades p wird

anschlieffend ausfiihrlich vorgefiihrt.

In Zusammenhang mit der Uberpriifung, ob die Komponenten des Pfades p
kanonisch sind, kénnen die zugehorigen Stabilisatoren aller dieser Komponen-
ten berechnet werden. Die Stabilisatoren aller aufier der letzten Wiirfelfarbung
des Pfades p werden im weiteren Verlauf des Algorithmus noch benétigt. Die
Berechnung des Stabilisators der letzten Komponente des Pfades p wird im

Folgenden ausfiihrlich vorgefiihrt.

Abbildung 5.7: Wiirfel des Pfades p und deren Stabilisatoren
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5.8 Erweiterung des Stabilisators

Der Splitting-Homomorphismus besitzt eine sehr interessante Eigenschaft, wie
sich anhand der Stabilisatoren zweier Wiirfel im Bild und im Urbild des Ho-
momorphismus zeigen laft. Der Wiirfel im Urbild und der Wiirfel im Bild des
Splitting-Homomorphismus unterscheiden sich nur in der Farbung einer einzi-
gen Ecke. Diese Ecke ist im Urbild schwarz und im Bild ungeférbt.

Jede Drehung, die im Stabilisator des Urbildes liegt, muss auch im Stabilisator
des Bildes liegen. Denn jede Drehung, die das Urbild auf sich selbst abbildet,

muss immer auch alle weilen Ecken aufeinander abbilden.

Der Fusing-Homomorphismus verhilt sich genauso in Bezug auf die Stabi-
lisatoren in Bild und Urbild. Eine Wiirfelfarbung im Definitionsbereich und
die entsprechende Wiirfelfarbung im Bild des Fusing-Homomorphismus un-
terscheiden sich auch wieder nur in einer einzigen Ecke. Die Ecke, die beim
Wiirfel im Urbild schwarz gefarbt ist, ist bei der Wiirfelfdrbung im Bild weif.
Jede Drehung, die die schwarz und die weifs gefiarbten Ecken des Wiirfels im
Urbild auf sich selbst abbildet, muss auch die weifs gefarbten Ecken des Wiirfels
im Bild aufeinander abbilden. Daher muss jede Drehung aus dem Stabilisator
einer gegebenen Wiirfelfirbung auch im Stabilisator der entsprechenden Wiir-

felfarbung im Bild enthalten sein.

Diese Erkenntnis kann dazu benutzt werden, eine Untergruppe des Stabi-
lisators der Wiirfelfarbung aus Abbildung 5.2 zu bestimmen. Die Abbildung
zwischen dem vorletzten Wiirfel des Pfades p und dem letzten Wiirfel des
Pfades ist ein Fusing-Homomorphismus. Daher muss jede Drehung aus dem
Stabilisator der vorletzten Wiirfelfarbung des Pfades p auch im gesuchten Sta-
bilisator der letzten Wiirfelfirbung enthalten sein.

Die Drehungen, die in Abbildung 5.8 skizziert sind, werden aus dem Stabilisa-
tor der vorletzten Wiirfelfirbung in den Stabilisator der letzten Wiirfelfarbung

des Pfades p {ibernommen.
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Abbildung 5.8: eine Untergruppe des Stabilisators

5.9 Menge der Pfade

In Abbildung 5.9 sind alle Pfade dargestellt, die vom Wiirfel ohne gefirb-
te Ecken zu dem zu untersuchenden Wiirfel aus Abbildung 5.2 fiithren. Diese
Pfade sollen im weiteren Verlauf des Algorithmus in Tiefensuche durchlaufen
werden.

Nur ein Bruchteil dieser Pfade wird jedoch dazu beitragen, neue Stabilisatoren
des Wiirfels in Abbildung 5.2 zu finden. Um zu iiberpriifen, ob der Wiirfel
in Abbildung 5.2 kanonisch ist, wird auch nur eine kleine Teilmenge der dar-
gestellten Pfade bendtigt. Um zu vermeiden, dass alle diese Pfade trotzdem
betrachtet werden miissen, werden Kriterien benétigt, die es erméglichen, Pfa-

de von der Untersuchung auszuschlieffen, die das Ergebnis nicht beeinflussen.

5.10 Schnittmengen von Stabilisatoren

Beginnend mit dem Pfad, der nur aus einem ungefarbten Wiirfel besteht, sol-
len die Pfade in Tiefensuche durchlaufen werden, indem der bestehende Pfad
schrittweise um weitere Wiirfelfarbungen verldngert wird. Zu jeder Wiirfelfér-
bung, die an einen bestehenden Pfad angehingt werden soll, wird weiterhin
eine besondere Untergruppe des Stabilisators dieses Wiirfels berechnet. Diese
Untergruppe ermoglicht es, Pfadmengen von der Untersuchung auszuschliefsen
und so die zu untersuchende Menge von Pfaden zu verkleinern.

Die gesuchte Gruppe ist eine Untergruppe des Stabilisators der letzten Wiir-
felfairbung des betrachteten Pfades. Diese besteht genau aus der Menge aller
Drehungen, die zusétzlich auch im aktuell bekannten Stabilisator des Wiirfels
in Abbildung 5.2 enthalten sind.
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Diese Menge ist identisch mit dem Stabilisator des betrachteten Wiirfels in
der Gruppe aller Drehungen des bisher bekannten Stabilisators des Wiirfels in
Abbildung 5.2. Daher kann zur Berechnung dieser Untergruppe ein rekursiver
Aufruf des hier in diesem Beispiel vorgestellten Algorithmus verwendet wer-
den. Im Folgenden soll zu Gunsten der Ubersicht nicht mehr weiter auf die

Berechnung dieser Untergruppen eingegangen werden.

5.11 Fusionierende Drehung

Um das Abschneiden von Pfaden zu erméglichen und den gesuchten Stabili-
sator zu berechnen, muss zu jeder Wiirfelfarbung, die an einen bestehenden
Pfad angehingt werden soll, eine sogenannte fusionierende Drehung bestimmt
werden. Als fusionierende Drehungen werden diejenigen Drehungen bezeichnet,
die eine gegebene Wiirfelfirbung auf den kanonischen Représentanten dieser
Bahn abbilden.

Bei der Bestimmung einer fusionierenden Drehung konnen zwei Félle un-
terschieden werden. Enthélt die Wiirfelfarbung, um die ein gegebener Pfad
verldngert werden soll, keine schwarze Ecke, so braucht die fusionierende Dre-
hung nicht explizit berechnet werden. Denn die fusionierende Drehung der
letzten Wiirfelfarbung des noch nicht verlingerten Pfades ist bereits eine der
gesuchten fusionierenden Drehungen zu der Wiirfelfirbung, die an den Pfad
angehingt werden soll. Dies ergibt sich als direkte Folge aus den Eigenschaften

des Fusing-Homomorphismus.

Andernfalls soll anhand eines Beispiels erlautert werden, wie eine fusionie-

rende Drehung gefunden werden kann:

Der in Abbildung 5.10 gegebene Pfad soll um den in Abbildung 5.11 darge-
stellten Wiirfel verldngert werden.

Die fusionierende Abbildung bildet die untersuchte Wiirfelfarbung immer
auf eine Wiirfelfarbung ab, die dieselbe Anzahl von schwarz und weif gefirb-

ten Ecken besitzt. Denn jede Drehung eines Wiirfels, dessen Ecken farblich
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Abbildung 5.10: Beispiel eines Pfades

4 3

Abbildung 5.11: Dieser Wiirfel soll an den Pfad angehidngt werden

markiert wurden, lasst die Anzahl der schwarz und weif markierten Ecken un-
verdndert.

Zu jeder Wiirfelfarbung des untersuchten Pfades existiert genau eine Wiirfel-
farbung des Pfades p, die dieselbe Anzahl von schwarz und weifs gefarbten
Ecken besitzt. Es kann davon ausgegangen werden, dass jede Wiirfelfarbung
des noch nicht verldngerten Pfades in der Bahn einer Wiirfelfarbung des Pfades
p liegt. Die Pfade, bei denen dies nicht der Fall ist, werden gesondert betrachtet
und die Bestimmung der fusionierenden Abbildung ist in diesen Fillen nicht
notwendig.

Da jede, aufer der letzten Wiirfelfirbung des Pfades p nach Voraussetzung
kanonisch sein muss, kann davon ausgegangen werden, dass eine Drehung, die
die untersuchte Wiirfelfairbung auf eine Wiirfelfairbung des Pfades p abbildet,

eine der gesuchten fusionierenden Abbildungen ist.

Unter Anwendung der fusionierenden Drehung der letzten Wiirfelfirbung

des noch nicht verlangerten Pfades kann diese letzte Wiirfelfarbung auf den

4 3 4

Abbildung 5.12: Wiirfel mit fusionierender Drehung
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entsprechend markierten Wiirfel des Pfades p abgebildet werden. Diese fu-
sionierende Drehung kann als bekannt vorausgesetzt werden und ist im Falle
des Pfades aus Abbildung 5.10 eine Drehung um 180 Grad um die in Ab-
bildung 5.12 dargestellte Achse. Nach Voraussetzung wurde der Stabilisator
dieser Wiirfelfarbung des Pfades p bereits bestimmt. Der Stabilisator dieses
Wiirfels aus dem Pfad p ist in Abbildung 5.14 skizziert.

4 3 4 3

Abbildung 5.13: wende fusionierende Drehung an

Anschliefsend soll diese Drehung auf den Wiirfel in Abbildung 5.11 angewen-
det werden, wie dies in Abbildung 5.13 dargestellt ist. Jede der Drehung des
Stabilisators aus Abbildung 5.14 soll anschliefend auf den in Abbildung 5.13
auf der rechten Seite dargestellten Wiirfel angewendet werden. Dies fiihrt zu
der Menge von Wiirfelfarbungen, die in Abbildung 5.15 dargestellt ist.

Aus dieser Menge von Wiirfelfarbungen wird die, mit dem kleinsten Far-
bungstupel ausgew#hlt. Diese Wiirfelfarbung ist bereits die gesuchte kano-
nische Wiirfelfarbung aus der Bahn der Farbung aus Abbildung 5.11. Jede
Drehung, die den urspriinglichen Wiirfel aus Abbildung 5.11 auf diesen aus-
gewdhlten Wiirfel abbildet, ist eine der gesuchten fusionierenden Drehungen.

Eine dieser fusionierenden Drehungen ist in Abbildung 5.16 skizziert.

Wird, wie in Abbildung 5.16, die fusionierende Drehung eines Wiirfels auf
diesen Wiirfel selbst angewandt und ist die Wiirfelfarbung, die sich daraus er-

gibt, kleiner als die Wiirfelfarbung des entsprechenden Wiirfels des Pfades p,

6

4

Abbildung 5.14: Stabilisator des Bahnrepriasentanten
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4 3 4

Abbildung 5.15: Bahn des Stabilisators

4 3 4 3

Abbildung 5.16: Wiirfel mit fusionierender Drehung

so ist der Wiirfel am Ende des Pfades p nicht kanonisch.

Dies kann auf dhnliche Weise wie in Lemma 6 bewiesen werden, darauf soll
jedoch an dieser Stelle verzichtet werden. Ist das Farbungstupel des Wiirfels,
der sich aus der Anwendung der fusionierenden Drehung eines Wiirfels auf
diesen Wiirfel selbst ergibt, grofser als das Farbungstupel des entsprechenden
Wiirfels des Pfades p, so braucht keiner der Pfade, die diesen Wiirfel enthal-
ten, untersucht werden. Denn diese Pfade sind weder fiir die Uberpriifung der
Kanonizitdt noch fiir die Berechnung des Stabilisators des Wiirfels in Abbil-
dung 5.2 von Bedeutung.

5.12 Tiefensuche

Die in Abbildung 5.9 dargestellen Pfade werden jetzt in Tiefensuche durchlau-
fen. Beginnend mit dem Pfad p, der nicht weiter zur Berechnung des Stabilisa-
tors und der Uberpriifung der Kanonizitit beitrigt, wird der nichstmogliche
Pfad untersucht. Dies ist der Pfad, der als rechte Wiirfelfolge in Abbildung 5.17
dargestellt ist. Die linke Wiirfelfolge in dieser Abbildung stellt den Pfad p dar.

Bei dem in Abbildung 5.17 dargestellten Pfad bildet die fusionierende Dre-
hung des vorletzten Wiirfels des rechten Pfades diesen auf den vorletzten Wiir-
fel des rechten Pfades ab. Da der Fusing-Homomorphismus den jeweils vorletz-

ten Wiirfel beider Pfade auf den gemeinsamen letzten Wiirfel abbildet, liegt
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Abbildung 5.17: Pfad mit Darstellung der fusionierenden Drehungen
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die fusionierende Drehung im gesuchten Stabilisator des letzten Wiirfels des
Pfades p.

Der bisher bekannte Stabilisator des letzten Wiirfels des Pfades kann daher
so erweitert werden, dass dieser zusétzlich alle Drehungen enthélt, die sich als
Kombinationen aus Drehungen des bisherigen Stabilisators und der fusionie-
renden Drehung des vorletzten Wiirfels des Pfades ergeben. Wie diese Gruppe
am geschicktesten berechnet werden kann, soll an dieser Stelle jedoch nicht er-
klart werden. Die Beschreibung einer geeigneten Methode ist in Abschnitt 7.6.4

zu finden.

Abbildung 5.18: neuer erweiterter Stabilisator

Der neue, um die fusionierende Drehung erweiterte Stabilisator des unter-
suchten Wiirfels, ist anhand der beiden Wiirfel in 5.18 dargestellt. Die Dre-
hungen um die vier in 5.18 auf der linken Seite dargestellten Achsen sind
Drehungen um 120 Grad, wiahrend die Drehungen um die auf der rechten Seite
dargestellten Achsen Drehungen um 180 Grad sind. Der neue Stabilisator be-
steht aus insgesamt 12 Drehungen und ist damit nach wie vor kleiner als der

Stabilisator des unmarkierten Wiirfels, der aus 24 Drehungen besteht.

5.13 Abschneiden von Asten

Der néchste Pfad, der bei der Tiefensuche betrachtet wird, enthilt den in
Abbildung 5.19 auf der rechten Seite unten dargestellten Wiirfel. Die fusionie-
rende Drehung ist in Form eines kleinen Wiirfels angedeutet. Bei dieser fusio-
nierenden Drehung ist bemerkenswert, dass diese sowohl im neuen, erweiterten

Stabilisator des letzten Wiirfels des Pfades p enthalten ist als auch in dem in
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/

Abbildung 5.19: Abschneiden von Pfaden

Abbildung 5.20 dargestellten Stabilisator des vorangehenden Wiirfels des Pfa-
des. Das heifst, die zum vorangehenden Wiirfel berechnete Schnittmenge von
Stabilisatoren, die in Kapitel 5.10 beschrieben wurde, enthélt die fusionierende

Drehung des darauf folgenden Wiirfels des Pfades.

5 6

4 3

Abbildung 5.20: Wiirfel mit Stabilisator

In solchen Féllen kann die weitere Untersuchung aller Pfade, die den in
Abbildung 5.19 auf der rechten Seite unten dargestellten Wiirfel enthalten,
abgebrochen werden. Keiner dieser Pfade kann zur Erweiterung des Stabilisa-
tors oder zur Uberpriifung der Kanonizitit beitragen. Denn jeder Pfad, der
durch diesen Wiirfel verldauft, besteht ausschliefslich aus Wiirfelfdrbungen, de-

ren kanonische Bahnreprisentanten bereits untersucht wurden.

Dies gilt ganz dhnlich fiir den niachstmoglichen Pfad, der nicht durch diesen
Wiirfel verlauft. Denn dieser Pfad enthilt den in 5.21 unten rechts dargestell-
ten Wiirfel. Fiir diesen Wiirfel gilt genauso, dass die fusionierende Drehung in

der Schnittmenge des Stabilisators des vorangehenden Wiirfels und des letzten
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Abbildung 5.21: Abschneiden von Asten

Wiirfels im Pfad p enthalten ist. Daher wird auch hier wieder die Untersuchung

aller Pfade, die durch diesen Wiirfel verlaufen, abgebrochen.

Auf der rechten Seite in Abbildung 5.22 sind alle méglichen Wiirfelfarbun-
gen dargestellt, die an der zweiten Position eines Pfades stehen kénnen. Zu
drei der vier Wiirfel wurde eine fusionierende Drehung skizziert, die sowohl im
Stabilisator des vorangehenden unmarkierten Wiirfels als auch im Stabilisator
der letzten Wiirfelfirbung des Pfades p enthalten ist. Daher kann, wie bereits
zuvor erldutert wurde, jeder Pfad, der durch einen dieser drei Wiirfel verlauft,

auf einen bereits untersuchten Pfad abgebildet werden.

5.14 Ergebnisse

Durch die Abschneidetechnik des hier vorgestellten Algorithmus konnten vie-
le der in Abbildung 5.9 dargestellten Pfade bereits friithzeitig abgeschnitten
werden. Dies ist in Abbildung 5.23 anschaulich dargestellt. Wahrend der Tie-
fensuche wurde kein Wiirfel gefunden, dessen Farbungstupel kleiner ist als das
des entsprechend gefarbten Wiirfels im Pfad p. Daraus kann gefolgert werden,

dass der urspriingliche in Abbildung 5.2 dargestellte Wiirfel kanonisch ist.
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Abbildung 5.22: Abschneiden von Asten
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Anteil der im Algorithmus betrachteten Wiirfelfarbungen

Abbildung 5.23
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Nachdem der Algorithmus vollstindig durchlaufen wurde, ist die zuletzt be-
rechnete Untergruppe des Stabilisators der letzten Wiirfelfirbung des Pfades
p maximal. Diese wurde durch sukzessives Erweitern aus dem Stabilisators
der vorletzten Wiirfelfarbung berechnet. Daher ist diese Gruppe identisch mit
dem Stabilisators der urspriinglich untersuchten Wiirfelfairbung, der letzten

Komponente des Pfades p.



Kapitel 7

Kanonizitatstests fur

Doppelnebenklassen

Die Fragestellung, ob zwei diskrete Strukturen ,gleichgestaltig® sind, wird in
der Mathematik Isomorphieproblem genannt. Gleichgestaltig bedeutet in die-
sem Zusammenhang, dass eine strukturerhaltende Abbildung, ein sogenannter
Homomorphismus, zwischen den beiden Strukturen existiert. Diese Art von
Problem ist meist nicht leicht zu l6sen.

Ein prominenter Fall ist das Isomorphieproblem auf der Menge der Graphen,
von dem nicht bekannt ist, ob es zur Klasse der N P-vollstindigen Probleme
gehort. Ein weiteres Problem, das auch zu den Isomorphieproblemen gehort,
ist das Teilgraphenisomorphieproblem, bei dem entschieden werden muss, ob
ein gegebener Graph ein Teilgraph eines anderen Graphen ist. Von diesem
Problem ist bekannt, das es zur Klasse der N P-vollstindigen Probleme gehort
und daher sehr schwer zu losen ist.

Unter Verwendung des Split Lemmas 3.5.1 kénnen viele dieser Isomorphie-
probleme auf eine Problemstellung aus dem Bereich der Doppelnebenklassen
zuriickgefiihrt werden. Dies ermdglicht es, denselben Lésungsansatz zur Lo-

sung unterschiedlichster Probleme anzuwenden.

Der urspriingliche Algorithmus des Leiterspiels, wie er von Schmalz [17]
entwickelt wurde, ist aufserordentlich effizient bei der Konstruktion von Dop-
pelnebenklassen. Die Effizienz dieses Ansatzes ist jedoch an die Voraussetzung

gekniipft, dass der Zugriff auf die im Speicher liegenden Zwischenergebnis-

81
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se sehr schnell erfolgen kann. Da die Anforderungen an die Groke des Spei-
cherplatzes jedoch enorm sind, bildet dies bei umfangreicheren Berechnungen
haufig den limitierenden Faktor. Sobald im Arbeitsspeicher kein Platz mehr
vorhanden ist und auf die viel langsamere Festplatte zugegriffen werden muss,

stellt sich die Frage nach einer alternativen Strategie.

In diesem Kapitel werden drei Algorithmen beschrieben, die auf dem Lei-
terspiel aufbauen, aber mit sehr viel weniger Speicherplatz auskommen. Unter
Verwendung der ordnungstreuen Erzeugung nach Read [15] kénnen auch diese
Algorithmen zur Konstruktion von Doppelnebenklassen eingesetzt werden.
Das Anwendungsfeld dieser neuen Algorithmen ist jedoch wesentlich breiter,
da es mit jedem der drei Algorithmen moglich ist, fiir eine einzelne Neben-
klasse zu priifen, ob diese kanonisch ist. In Abschnitt 7.6.3 wird weiterhin
beschrieben, wie jeder dieser Kanonizitdtstests abgewandelt werden kann, um
zu einer gegebenen Nebenklasse den kanonischen Reprisentanten der Bahn
dieser Nebenklasse zu berechnen. Beides ist mit der urspriinglichen Version

des Leiterspiels so nicht moglich.

Der Breadthfirst Strong Ladders Leiterspiel (Breadthfirst StroLL) Algorith-
mus basiert genau wie der urspriingliche Leiterspiel Algorithmus von Schmalz
auf einer Breitensuche, bei der alle Zwischenergebnisse im Speicher gehalten
werden miissen. Der Speicherbedarf des Depthfirst StroLL ist trotzdem we-
sentlich geringer als der des urspriinglichen Leiterspiel Algorithmus, da es die
starken Leitern ermoglichen, die Anzahl der zu berechnenden Nebenklassen
auf ein Minimum zu reduzieren. Im Gegensatz zum urspriinglichen Leiterspiel
Algorithmus nach Schmalz kann mit diesem Algorithmus der kanonische Re-

prasentant zu einer einzelnen Nebenklasse bestimmt werden.

Mit dem Depthfirst Strong Ladders Leiterspiel (Depthfirst StroLL) Algo-
rithmus ist es moglich, fiir eine einzelne Nebenklasse in Tiefensuche zu be-
stimmen, ob diese kanonisch ist. Dieser Algorithmus hat einen sehr geringen
Speicherbedarf und ist auch zur Losung von sehr grofen Isomorphieproblemen
geeignet, die sich aufgrund ihres Speicherbedarfs nicht mit dem Breadthfirst

StroLL berechnen lassen.
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Der Leiterspiel Light Algorithmus ist ein kleiner schneller Algorithmus, mit
dem eine einzelne Nebenklasse daraufhin {iberpriift werden kann, ob diese ka-
nonisch ist. Wie auch der Depthfirst StroLL hat auch das Leiterspiel Light
nur einen sehr geringen Speicherbedarf. Das Leiterspiel Light zeichnet sich
insbesondere durch seine Effizienz bei der Losung von kleineren Isomorphie-

problemen aus.

7.1 Wiirfelfarbungen und Rechtsnebenklassen

Die in diesem Kapitel beschrieben Algorithmen behandeln ausschlieflich Iso-
morphieprobleme in Verbindung mit Nebenklassen. Der Zusammenhang zwi-
schen den Wiirfelfarbungen aus Kapitel 5 und den Nebenklassen, die in den
Beschreibungen der Algorithmen in diesem Kapitel verwendet werden, wird

durch Lemma 1 und das Split Lemma 3.5.1 hergestellt.

Eine Farbung der Ecken eines Wiirfels, bei der jede Ecke entweder schwarz,
weill oder ungefarbt ist, kann wie folgt beschrieben werden: Die Wiirfelecken
werden mit den Zahlen 1 bis 8 gekennzeichnet. Anschliefend kann die Farbung
als Abbildung ¢ : {1,...,8} — {schwarz,weiff,ungefarbt} von der Menge der
Ecken in die Menge der Farben dargestellt werden.

Die Symmetrische Gruppe Ss operiert auf der Menge {1,...,8}. Jede Per-
mutation kann als bijektive Abbildung f : {1,...,8} — {1,...,8} dargestellt
werden. Dann operiert die Sg auf der Menge aller Wiirfelfarbungen durch Kom-

position g o f der beiden jeweiligen Abbildungen.

In Anlehnung an Lemma 1 wird die Sg in den weiteren Ausfithrungen mit
G bezeichnet. Nach Lemma 1 existiert zu jeder Bahn von G auf der Menge der
Wiirfelfarbungen und jedem Element w aus dieser Bahn ein G-Isomorphismus,
durch den jede Wiirfelfirbung aus dieser Bahn auf eine Rechtsnebenklasse ab-
gebildet werden kann. Dieser G-Isomorphismus ermdglicht es, jede Situation,
die im Beispiel aus Kapitel 5 anhand von Wiirfeln beschrieben wurde, auf eine

entsprechende Situation im Zusammenhang mit Nebenklassen abzubilden.
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Jede Bahn von G in der Menge der Wiirfelfarbungen, ist eine Teilmenge, die
aus allen Farbungen besteht, die dieselbe Anzahl schwarz und weif gefirbter
Ecken besitzen. Die Gruppe aller Drehungen des Wiirfels im Raum ist eine
Untergruppe der Sg die mit B bezeichnet wird. Im Beispiel aus Kapitel 5 ope-
riert diese Untergruppe B auf jeweils einer der Bahnen der Gruppe G in der
Menge der Wiirfelfarbungen.

Da B eine Untergruppe von G ist, ist der durch ein Bahnelement w festgeleg-
te G-Isomorphismus nach Lemma 1 auch ein B-Isomorphismus. Daher ist der
Stabilisator jeder Wiirfelfairbung in der Gruppe B identisch mit dem Stabili-

sator der entsprechenden Nebenklasse im Bild.

Es bezeichne €); und §25 zwei Bahnen der Gruppe G in der Menge der Wiir-
felfarbungen und ¢ : €3y — )5 einen B-Homomorphismus. Zu jedem Element
w aus einer der Mengen €2, und €y bezeichne ¢, : W& — G,\G den in Lem-
ma 1 beschriebenen G-Isomorphismus zum Element w, so dass ¢, (w9) = G,g
fiir alle g € G gilt. Weiterhin bezeichne 7 : G,\G — Gy \G fiir alle w €
einen G-Homomorphismus, mit 7,(Gy,g) = Gyw)g fiir alle g € G.

Dann kommutiert das Diagramm in Abbildung 7.1.

0 Pu Gy, \ G

Abbildung 7.1: Kommutatives Diagramm

Auf diese Weise konnen alle anhand von Wiirfelfarbungen beschriebenen
Situationen und alle dazu verwendeten Homomorphismen von Gruppenope-
rationen aus Kapitel 5 auf entsprechende Situationen in Zusammenhang mit

Nebenklassen abgebildet werden.
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benen Algorithmus berechnet werden.

Wenn die Nebenklasse F;a nicht der ausgewéhlten Nebenklasse entspricht,
so muss die Nebenklasse F;a nicht weiter untersucht werden. Andernfalls wird
aus der Nebenklasse F;a die Nebenklasse E;,a berechnet und die Suche nach

dem kleinsten Pfad wird mit dem Block AYl,, ;. fortgesetzt.

7.4.5 Berechnung des Stabilisators von A.qg

Unter der Voraussetzung, dass Aq der kanonische Repriasentant der Bahn
Arq® ist, soll mit dem Leiterspiel-Light Algorithmus auch der Stabilisator Cj,
der Nebenklasse A,q unter der Operation der Gruppe B berechnet werden.

Wenn Ay eine Untergruppe von Ay_; ist, so ist der Stabilisator C nach dem
Homomorphieprinzip 3.2.1 eine Untergruppe des Stabilisators C_1, dessen Be-
rechnung in Abschnitt 7.4.2 auf Seite 130 beschrieben wurde. Daher kann CY
in diesem Fall mit dem Unterprogramm ReduceStab aus Abschnitt 7.6.2 be-

rechnet werden.

Ist Aj_1 hingegen eine Untergruppe von Ay, so ist nach dem Homomor-
phieprinzip 3.2.1 der Stabilisator C;_; eine Untergruppe des Stabilisators von
Arq. Im Fundamentallemma 1 wurde ein G-Isomorphismus beschriebenen, der

fiir alle g € GG den Block A‘j[’k_m} auf die Nebenklassen A;_1¢g abbildet. Durch
diesen G-Isomorphismus wird jeder Block A‘{lgka} € Aj_; auf die Neben-
klasse Aj_jaq abgebildet. Zu jedem Block A‘{‘Z_Lk} aus der Menge Ay wird
wahrend des Leiterspiel Light Algorithmus ein fusionierendes Element b € B
berechnet, so dass Ay_jaqb = Aj_1p ist. Aus dem Homomorphieprinzip folgt,
dass jedes dieser fusionierenden Elemente im Stabilisator Cj, liegen muss. Denn
sowohl A?Z_Lk} als auch A;f{)k—l,k} liegen im Urbild des Blockes A?k} unter dem
G-Homomorphismus ¢(r—1x},4x}). Der Stabilisator von Agq ist aufgrund der
beschriebenen Isomorphie zwischen den Blocken und den Nebenklassen iden-
tisch mit dem Stabilisator der Blockes A‘{’k}. Unter Verwendung des Satzes von
Lagrange 3.1.1 und des Homomorphieprinzips kann gezeigt werden, dass die
kleinste Gruppe, die sowohl den Stabilisator C} als auch alle fusionierenden

Elemente von Blocken aus der Menge Ay_; enthilt, der volle Stabilisator von
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ALq sein muss.

Diese kleinste Gruppe, die sowohl den Stabilisator C} als auch alle fusionie-
renden Elemente von Blocken aus der Menge Ap_; enthilt, kann mit Hilfe des

Unterprogramms ExtendGroup aus Abschnitt 7.6.4 berechnet werden.

7.5 Teilgraphenisomorphieproblem und Doppel-

nebenklassen

Es seien zwei Graphen A und B auf endlich vielen Knoten gegeben und es soll
die Frage beantwortet werden, ob der Graph A einen Teilgraphen enthélt, der
isomorph zum Graphen B ist. Diese Problemstellung wird Teilgraphenisomor-
phieproblem genannt und kann auf ein Doppelnebenklassenproblem abgebil-
det werden. Auf diese Weise kann das Teilgraphenisomorphieproblem mit Hilfe
von jedem der drei in Kapitel 7 beschriebenen Algorithmen gelést werden. Das
Teilgraphenisomorphieproblem ist insbesondere deshalb interessant, weil die
Spezialfille Cliquensuche und Hamiltonkreisproblem und daher auch das Teil-

graphenisomorphieproblem selbst zur Klasse der NP-vollstidndigen Probleme

gehoren.
1 1
8 2
7 3 4 2
6 4
5 3
(a) Graph A (b) Graph B

Abbildung 7.5: schlichte Graphen auf acht und auf vier Knoten

Es bezeichne (Vi, Ey) den Graphen A und k = |E;| die Anzahl der Kanten
des Graphen A. Es bezeichne (13, E3) den Graphen B und i = | E»| die Anzahl
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der Kanten des Graphen B. Die beiden Graphen A und B kénnen zu einem
einzigen Graphen C vereinigt werden, der die beiden urspriinglichen Graphen
als disjunkte Teilgraphen enthélt, wie in Abbildung 7.6 dargestellt. Dieser Ver-
einigungsgraph C besteht aus m = |V;| + |V2| Knoten und ¢ + k& Kanten.

12 6

10
3 9

Abbildung 7.6: Vereinigungsgraph C

Der Graph C ist isomorph zu einem Teilgraph des vollstdndigen Graphen
auf m Knoten. Es bezeichne (V', E’) einen der Teilgraphen im vollstéindigen
Graphen auf m Knoten, der isomorph zum Graphen C ist. Der Graph (V' E')
kann so in zwei disjunkte Teilgraphen zerlegt werden, dass der eine Teil iso-
morph zum Graphen A und der andere isomorph zum Graphen B ist. Die
n = (ZL) Kanten des vollstindigen Graphen sollen jetzt so auf die Zahlen 1
bis n abgebildet werden, dass die Kanten aus E’ die Nummern 1 bis i + k
erhalten. Dabei sollen die Kanten der beiden disjunkten Teilgraphen so auf die
Nummern 1 bis ¢ + k£ abgebildet werden, dass die Kanten des Teilgraphen von
(V') E'), der isomorph zum Graphen A ist, auf die Zahlen 1 bis k abgebildet
werden. Weiterhin soll gelten, dass die Kanten des Teilgraphen von (V’, E'),
der isomorph zum Graphen B ist, auf die Nummern k£ + 1 bis ¢ + k£ abgebildet

werden.

Die weiteren Schritte laufen analog zum Beispiel in Kapitel 3.5 und werden
daher nur sehr knapp erldutert. Die Gruppe S,, operiert durch Permutation
der Knotennummerierungen auf dem vollstindigen Graphen. Analog zu Kapi-
tel 3.5 operiert die Gruppe 5, auf der Menge der Kanten, indem jede Kante

(v1,v2) von jedem Element g € S, auf die Kante (v{,v]) abgebildet wird.
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Daher existiert ein Gruppenmonomorphismus ¢ von .S, auf eine Untergruppe
B der S, und ein Homomorphismus von Gruppenoperationen, so dass fiir alle
Elemente g € S,, und alle Kanten w des vollstindigen Graphen w9 = w#\)
gilt.

Es bezeichne

o )\ die Partition {{1,...,i},{i+1,...,n}},

A\i, die Partition {{1,... . k},{k+1,...,n}},

G die Gruppe S,

A; den Stabilisator der Partition )\; in G,

A, den Stabilisator der Partition )\, in G und

* g € S die Permutation (3, 2, "0 T TR ),

Es bezeichne 2 die Menge aller Teilgraphen des gegebenen vollstindigen
Graphen, die aus m Knoten und ¢ Kanten bestehen. Weiterhin bezeichne w € €}
den Teilgraphen, bestehend aus den Kanten mit den Nummern 1 bis ¢. Die
Gruppe G operiert durch Permutation der Kanten transitiv auf der Menge ()
und durch Rechtsmultiplikation auf der Menge A;\G. Nach Lemma 1 existiert
zum Teilgraphen w ein G-Isomorphismus, der fiir alle h € G den Teilgraphen
wh € Q auf die Nebenklasse A;h abbildet.

Wenn die Menge {A;h|h € Ai} eine Nebenklasse enthélt, die in der Bahn
von A;g unter der Operation der Gruppe B liegt, so enthélt der Graph A einen
Teilgraphen, der isomorph ist zum Graphen B. Ob dies der Fall ist, kann mit
Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 7.6.3 und einem der drei Algorithmen,

die in den Kapitel 7.2 bis 7.4 beschrieben werden, berechnet werden.

Wenn das Kanonizititspradikat so gewihlt wird, dass A;g die kanonische
Nebenklasse ihrer Bahn ist, so wiirde jede Nebenklasse der Menge {A;h | h €
Ax}, die in der Bahn von A;g liegt, auf diesen kanonischen Reprisentanten
abgebildet. Auf diese Weise kann leicht iiberpriift werden, ob ein Teilgraph

von A isomorph zum Graphen B ist.
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7.6 Unterprogramme des Kanonizititstests

7.6.1 Identitaten und inverse Homomorphismen

Um die Isomorphietests durchfiihren zu kénnen, die in Kapitel 7.2 bis 7.4 be-
schrieben wurden, muss ein Algorithmus bereitgestellt werden, mit dem iiber-
priift werden kann, ob zwei Nebenklassen identisch sind.

Fiir manche Gruppen kann dieses Problem sehr leicht gelést werden, im Allge-
meinen ist dies jedoch fiir zwei Nebenklassen einer Untergruppe in einer endlich
erzeugten Gruppe nicht entscheidbar. Daher existiert auch keine berechenbare
Funktion, mit der die Laufzeit zur Losung dieses Problems fiir eine allgemeine,
endlich erzeugte Gruppe abgeschiitzt werden konnte.

Bei den in Kapitel 7 und Kapitel 7.2 vorgestellten Algorithmen wird jedoch
vorausgesetzt, dass der Gruppenindex zweier aufeinander folgender Gruppen
der Leiter immer endlich sein muss. Unter dieser Bedingung konnen die Ne-
benklassen der kleineren Gruppe in der grokeren mit dem Todd-Coxeter Algo-
rithmus [22] berechnet werden. Die Tabellen, die bei der Durchfiihrung dieses
Algorithmus erstellt werden, ermdglichen es, fiir die entsprechenden Neben-
klassen zu entscheiden, ob diese identisch sind oder nicht. Ein weiterer Vorteil
des Todd-Coxeter Algorithmus liegt darin, dass dieser auch gleichzeitig dazu
verwendet werden kann, die Urbilder einer gegebenen Nebenklasse unter den

entsprechenden Homomorphismen des Leiterspiels zu berechnen.

Es sei G eine Gruppe und (A, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter von
G nach A,. Fiir je zwei aufeinander folgende Gruppen A;, A;,1 der Leiter soll
der Gruppenindex zwischen diesen beiden Gruppen endlich sein. Fiir alle i < n
und alle Leitergruppen A; und A;,; muss entweder A; < A, 1 oder A, < A;
gelten. Zur Vereinfachung der Schreibweise soll die kleinere der beiden Gruppen
im Folgenden mit U und die gréfere mit V' bezeichnet werden. Die Gruppe
G operiert sowohl auf der Menge U\G als auch auf der Menge V\G durch
Rechtsmultiplikation. In Kapitel 3.4 wurde bereits gezeigt, dass die Abbildung
¢ U\G — V\G, mit p(Ug) = Vg fiir alle g € G, ein G-Homomorphismus

1st.

Da U eine Untergruppe von V ist, kénnen unter Verwendung des Todd-
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Coxeter Algorithmus alle Nebenklassen von U in V' berechnet werden. Diese
Menge von Nebenklassen ist die Urbildmenge der Nebenklasse V' unter der Ab-
bildung . Da G auf der Menge V\G transitiv operiert, ist fiir alle g € G die
Menge {Uvg|v € V,} die Urbildmenge von Vg € V\G unter der Abbildung
©.

Angenommen es existiert eine weitere Nebenklasse Uh im Urbild von Vg, die
nicht in der Menge {Uvg|v € V,p(Uv) = V} enthalten ist. Dann miisste, da
¢ ein G-Homomorphismus ist, Uhg~' im Urbild von V liegen, denn es gilt
p(Uhg™) = p(Uh)"" = Vg*
ist und die Nebenklasse Uhg'g in der Menge {Uvg|v € V} enthalten sein

1

= V. Daraus folgt aber sofort, dass hg~t € V

muss. Umgekehrt muss fiir jede Nebenklasse Uvg mit o(Uv) = V auch gelten,
dass p(Uvg) = Vg ist.

Nachdem die Nebenklassen von U in V' einmal berechnet wurden, konnen
daher die Urbildmengen fiir alle Vg € V\G leicht bestimmt werden. Zwei Ne-
benklassen Ug; und U g, sind genau dann identisch, wenn das Element g, ¢, in
U enthalten ist. Liegen zwei Nebenklassen Ug; und Ugs im selben Urbild einer
Nebenklasse Vg, so kann mit Hilfe der Tabellen, die bei der Durchfiihrung des
Todd-Coxeter Algorithmus angelegt werden, iiberpriift werden, ob gg; ' in U
enthalten ist. Sind die Nebenklassen o(Ug;) und ¢(V g2) hingegen verschieden,

so wird wiederum eine Methode benétigt, um dies festzustellen.

Es sei i < n und es seien A;g; und A;gs zwei Nebenklassen, fiir die festge-
stellt werden soll, ob diese identisch sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn
G195+ € A; ist. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wird im Folgenden fiir
alle j < i die Gruppe A; N A; mit E; bezeichnet werden. Das Element 9195 "

wird mit g bezeichnet.

Ist A; < A;_1, sosoll zuerst festgestellt werden, ob g € A;_1ist. Ist g &€ A;_1,
so muss auch g € A; gelten. Ist g € A; 1, so kann mit Hilfe der Tabellen, die
bei der Durchfiihrung des Todd-Coxeter Algorithmus berechnet wurden, fest-
gestellt werden, ob g € A; ist.

Ist A; > A;_1 so kann folgende Beobachtung angewendet werden, um her-
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auszufinden ob g € A; ist. Angenommen es gilt ¢ € A; und es existiert ein
a € A;, so dass ag € A; ist, dann existiert auch ein e € E;, so dass eag € A; 14
gilt. Denn aus g € A;, a € A; und ag € A, folgt, dass ag € E; ist. Dann exis-
tiert aber auch ein e € E;, so dass eag € F;;; und damit auch eag € A, ist.
Angenommen es gilt g € A;, dann existiert ein j < i—1 und ein a € A;, so dass
ag € A; ist und fiir alle e € E; gilt, dass eag & A;; ist. Denn angenommen es
existieren Elemente e, a € A;, so dass eag € A;_ ist, dann muss auch g € A;

sein.

Diese Beobachtung ermdoglicht es, schrittweise zu iiberpriifen, ob zwei Ne-
benklassen identisch sind. Unter Verwendung des Todd-Coxeter Algorithmus
kénnen fiir alle j < n mit £; > Ej;; die Nebenklassen von £ in E; berech-
net werden. Diese Nebenklassen werden im folgenden Algorithmus bendotigt.
Unter Verwendung der beim Todd-Coxeter Algorithmus angefertigten Tabellen
konnen dann auch die erforderlichen Identitidtsvergleiche des folgenden Algo-
rithmus durchgefiihrt werden. Der Algorithmus gibt genau dann den Wert true

zuriick, wenn ¢ in der Gruppe A; enthalten ist.
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Pseudocode Membership Test

Input: Index @
(A1,..., An) \\Subgroup Ladder
geqG \\check if g € A;

Output: Bool

1 GroupElement a + 1¢

2 foreach (j e {1,...,i—1}) \\go through in increasing order

3 if (A4 <Aj)

4 continue

5 foreach ( Ejj1e € {E;11h|h € E;})

6 if (eag & Aj+1)

7 continue

8 endif

9 a  ea

10 endforeach

11 if (ag & Aji1)

12 return false

13 endif

14 endforeach

15 return true

Der Todd-Coxeter Algorithmus muss nicht bei jeder Identititspriifung und
bei jeder Berechnung des Inversen erneut durchgefiihrt werden. Es geniigt
vielmehr, wenn der Algorithmus nur einmal fiir die entsprechenden Grup-
pen ausgefiihrt wird und die Ergebnisse gespeichert werden. Die Gruppen,
fiir die der Todd-Coxeter Algorithmus durchgefithrt werden muss, lassen sich
allein anhand der gegebenen Untergruppenleiter bestimmen. Daher braucht
der Todd-Coxeter Algorithmus fiir eine gegebene Leiter nur ein einziges Mal
fiir die jeweiligen Gruppen ausgefiihrt werden. Danach konnen beliebig viele
Problemstellungen zu dieser gegebenen Leiter bearbeitet werden, ohne dass
der Algorithmus erneut ausgefiihrt werden miisste.

Bei gegebener Untergruppenleiter (A;, ..., A,) muss der Algorithmus fiir je
zwei aufeinander folgende Gruppen der Leiter einmal ausgefiihrt werden. Wei-

terhin muss der Todd-Coxeter Algorithmus fiir jedes 1 <7 < n mit A;_; < A;
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und jedes j < 4 durchgefiihrt werden. Wenn A; < A;,; ist, so miissen die
Nebenklassen der Gruppe E; = A; N A; in der Gruppe E;11 = A; N Aj4q be-
rechnet werden. Wenn A; > A, ist, so miissen die Nebenklassen der Gruppe
E;i1 = A;N A in der Gruppe E; = A; N A; berechnet werden. Daher muss
der Todd-Coxeter Algorithmus fiir jede Untergruppenleiter (A, ..., A,) ma-

ximal n? 4+ n Mal ausgefiihrt werden.

Fiir viele spezielle Gruppen existieren effizientere Methoden, um das Ur-
bilder einer Nebenklassen unter einem der G-Homomorphismen zu berechnen
oder um zu iiberpriifen, ob zwei Nebenklassen identisch sind. Auf diese Metho-
den einzugehen wiirde aber den Rahmen sprengen. Daher soll an dieser Stelle
nur noch auf den Membership Test von Sims [20] verwiesen werden, der fiir
viele Permutationsgruppen geeignet ist. Dieser Membership Test wurde durch

Jerrum [7] und Cooperman, Finkelstein und Purdom [1] weiterentwickelt.

7.6.2 ReduceStab

Das Unterprogramm ReduceStab hat die Aufgabe, zu gegebenen Untergruppen
A, C einer Gruppe G und einer gegebenen Rechtsnebenklasse Ag den Stabili-
sator D dieser Nebenklasse in der Gruppe C' zu bestimmen. Genauer gesagt
wird eine Menge von Elementen aus der Gruppe C gesucht, die den Stabilisa-
tor von Ag in C erzeugen.

Existiert eine starke Untergruppenleiter (A4i,...,A,) von G nach A und sind
die Gruppenindizes aller aufeinander folgenden Gruppen der Leiter klein und
insbesondere endlich, so kann der in Abschnitt 7.6.3 vorgestellte Kanonisie-
rungsalgorithmus zur Berechnung des Stabilisators eingesetzt werden. Wenn
aufgrund der gegebenen Problemstellung klar ist, dass der Gruppenindex (C' :
D) des gesuchten Stabilisators D in der Gruppe C' klein ist, dann gibt es Al-

gorithmen, die in dieser Situation wesentlich effizienter arbeiten.

Beim Leiterspielalgorithmus taucht folgende Situation hiufig auf. Es sei-
en B eine Untergruppe von G und U,V zwei aufeinander folgende Gruppen
der Untergruppenleiter des Leiterspielalgorithmus. Dann ist die Abbildung
¢ : U\G — V\G ein B-Homomorphismus, mit p(Ug) = Vg fiir alle g € G.
Bezeichnet C' den Stabilisator einer Nebenklasse Vh € V\G unter der Operati-
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on der Gruppe B, dann muss, wie in Kapitel 3.4 gezeigt wurde, der Stabilisator
D der Nebenklasse Uh gleich U N B sein. Nach dem Homomorphieprinzip 77
ist der Stabilisator D der Nebenklasse Uh auch eine Untergruppe von C', daher
gilt D=UnNC.

Ublicherweise hiingt die Laufzeit der Algorithmen zur Berechnung des Sta-
bilisators von der Gréfke des Gruppenindex (C' : D) ab. Der Gruppenindex
(C': D) kann aber maximal so grof sein, wie der Gruppenindex (V : U). Denn

fiir die Menge UC' = {uc| u € U,c € C} gilt |UC| = ||g|m|g|| Mit dem Satz von

Lagrange 3.1.1 gilt
(V:D)y=V:C)C:D)=(V:U)U:D)
Daraus folgt

(V:0) (V.u) |vijjenul V|

= >1
U:D) _(C.CnU)_ |Ul|c] Juc| =

Daher sollte bei der Berechnung der Untergruppenleiter, die fiir den Leiterspiel-
algorithmus verwendet werden soll, darauf geachtet werden, dass die Gruppen-

indizes zwischen aufeinander folgenden Gruppen der Leiter immer klein sind.

Das Untergruppenlemma nach Schreier kann dazu verwendet werden, den
Bahnenalgorithmus so zu erweitern, dass dieser auch die Erzeuger des gesuch-

ten Stabilisators berechnet.

Lemma 21. (Schreier)
Es sei G eine Gruppe, S ein Erzeugendensystem von G und U eine Un-
tergruppe von G. Es sei T C G ein minimales Reprisentantensystem aller

Rechtsnebenklassen von U in G, das bedeutet:
Vge GAteT : :Ug=Ut

Weiterhin sei eine Abbildung ¢ : G — T gegeben, mit der Eigenschaft, dass
fir alle g € G und t = ¢(g) gilt, dass Ug = Ut ist.

Dann ist die Menge {tsr|t € T,s € S,r = ¢(ts)"'} ein Erzeugendensystem
der Gruppe U.
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Beweis. (in Anlehnung an den Beweis in [6])

Es sei u ein beliebiges Element aus der Untergruppe U. Es sei 2o = ¢(1¢)
und v = z5'uzy € U. Da S ein Erzeugendensystem ist, lift sich v als die
Verkniipfung endlich vieler Elemente v = s ... s, mit s1,...,s, € S schreiben.
Fiir alle i < n sei b; = s1...s;, und z; = ¢(b;). Da v in U liegt, gilt auch
z, = ¢(v) = ¢(1g). Dann ist fiir alle i < n das Element z;,41 = ¢(b;jy1) =
P(bisiy1) = O(xisi41). Bs gilt:

U = xovxgl = X087 ... snxfll

u = 051 (2] wy)so (w5 20) o Sp1 (@, 20 1) 80!

u = (wos1xy ) (21850050 . (2152, ")

Fiir alle 4 < n gilt aber, dass z;_15;7; ' = x;_18;¢(x;_15;) " ist. O

Operiert die Gruppe G auf einer Menge (), so kann mit dem einfachen Bah-
nenalgorithmus die Bahn eines Elementes ¢ unter der Operation einer Gruppe
C berechnet werden. Dem Bahnenalgorithmus wird eine Menge S von Erzeu-
gern der Gruppe C und das Element ¢ iibergeben. Ist die Bahn von ¢ endlich,
so berechnet der Bahnenalgorithmus daraus die Menge A, die Bahn des Ele-

mentes 9.

Beim erweiterten Bahnenalgorithmus wird zuséitzlich ein Abbildung ¢ be-
rechnet. Die Abbildung ¢ wird so konstruiert, dass nach Durchfiihrung des
Algorithmus fiir alle w € A gilt, dass 6?“) = w ist. Die Menge E enthilt
am Ende ein Menge von Erzeugern, so dass fiir den gesuchten Stabilisator
Cs = (E) gilt.

Um den Bahnenalgorithmus zur Bestimmung des Stabilisators verwenden zu
konnen, wird ein Algorithmus benotigt, mit dessen Hilfe Feststellbar ist, ob
zwei Nebenklassen Ag; und Ags identisch sind. In Abschnitt 7.6.1 wurden

mehrere Algorithmen beschrieben, die dazu geeignet sind.
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Bahnenalgorithmus

Input: Set S \\ C =(S)
SetElement ¢

Referenced : Set A \\ A ={d}
p:A s C W\ 606) = 1o
Set E \\ (E) < Cs

foreach (6 € A)
foreach (g€ S)
w 9
if (wgA)
A+~ AUw
p(w) < ¢(d)g
else
E + EU{¢(d)gd(w)""}
endif

© 00 N O Ut ks W N =

=
jen)

endforeach

—_
—

endforeach

—
[\

exit

Die Anzahl der Erzeuger in der Menge F kann mitunter sehr grofs werden,
was insbesondere dann ein Nachteil sein kann, wenn diese Erzeuger wieder als
Eingabe fiir einen weiteren Durchlauf des Bahnenalgorithmus verwendet wer-
den sollen. Denn die Laufzeit des Bahnenalgorithmus wéchst linear mit der
Anzahl der Erzeuger. Daher sollte der Bahnenalgorithmus mit anderen Algo-
rithmen kombiniert werden, die in der Lage sind, die Anzahl der Erzeuger zu

reduzieren.

Die Suche nach Methoden, mit denen die Anzahl der Erzeuger reduziert
werden kann, bildet einen eigenen Forschungsbereich. Denn im Allgemeinen
ist schon allein das Wortproblem fiir endlich reprisentierte Gruppen nicht
entscheidbar. Daher ist die Frage, ob zwei Gruppenelemente s;,s;, ...s;, und

5j,8jy « -S4, Mit Siy, Sig, ..oy 8i,, 85,55, --,55, €5 das selbe Gruppenelement

bezeichnen, im Allgemeinen nicht berechenbar. Mit Hilfe des Knuth-Bendix
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Vervollstandigungsverfahrens kann jedoch in manchen Féllen eine kleinere Er-

zeugermenge gefunden werden [21].

Im Folgenden soll noch auf einen Spezialfall eingegangen werden, fiir den
ein besonders effizienter Algorithmus existiert. Es sei A eine kleine endliche
Menge und C' eine Permutationsgruppe auf der Menge A. Diese Technik kann
immer dann angewendet werden, wenn zum gesuchten Stabilisator der Neben-
klasse Ag ein Element 6 € A existiert, so dass Cy identisch mit dem gesuchten
Stabilisator ist.

Der Schreier-Sims Algorithmus [20] kann zur Berechnung eines starken Label-
led Branchings zur Gruppe C eingesetzt werden, einer Datenstruktur zur Spei-
cherung einer Permutationsgruppe. In |2| beschreiben Cooperman und Finkel-
stein zwei verschiedene Algorithmen, um einen Basiswechsel in einem starken
Labelled Branching durchzufiihren. Insbesondere der Basiswechsel vom Typ
,Las Vegas“ ist sehr effizient und eignet sich hervorragend zur Berechnung die-
ser Stabilisatoren. Indem das Element 6 € A durch einen Basiswechsel an die
erste Position der Basis des Labelled Branchings permutiert wird, kann der

Stabilisator von § anschlieffend miihelos berechnet werden.

7.6.3 Canonizer

hier wurden viele Anderungen vorgenommen, daher muss man hier nochmal
korrekturlesen

Es sei eine Gruppe G gegeben und es sei (Ay,..., A,) eine starke Untergrup-
penleiter von G nach A,. Zu jeder Gruppe A; der Leiter soll die Menge der
Nebenklassen von A; in G mit €; = A;\G bezeichnet werden. Fiir alle 1 < n sei
auf der Menge 2; eine Ordnung gegeben, welche die in Kapitel 6.1 geforderte
Bedingung an die Ordnungen der Nebenklassen erfiillt. Es sei B eine weite-
re Untergruppe von G, die durch Rechtsmultiplikation auf jeder der Mengen
Qq,...,€, operiert.

Beim Aufruf der Methode Canonizer soll zu einer Nebenklasse Ajq sowohl der
kanonische Bahnreprasentant unter der Operation der Gruppe B bestimmt

werden als auch der Stabilisator dieses kanonischen Bahnrepréisentanten be-
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rechnet werden.

ergdnze noch Beschreibungen der Eingabeparameter: k und Aq

Optional kann der Methode Canonizer eine Untergruppe des Stabilisators der
Nebenklasse A;g iibergeben werden, die es ermoglicht, die Berechnungen zu

beschleunigen.

Jeder der drei in Kapitel 7 vorgestellten Algorithmen kann leicht so ab-
gewandelt werden, dass dieser zu einer gegebene Nebenklasse Apg nicht nur
iiberpriift, ob diese Nebenklasse kanonisch ist, sondern auch den entsprechen-
den kanonischen Bahnreprisentanten und dessen Stabilisator berechnet. Ist
die gegebene Nebenklasse Apq kanonisch, so kann der zugehorige Stabilisa-
tor bereits mit Hilfe von jedem der drei Algorithmen aus Kapitel 7 berechnet
werden, ohne dass dazu Anderungen an den Algorithmen notwendig wiren.
Sobald aber zur Nebenklasse Arq ein Element b € B gefunden wurde, fiir das
Argb < Agq gilt, werden bei jedem der drei in Kapitel 7 beschriebenen Al-
gorithmen alle weiteren Berechnungen abgebrochen und es wird das Ergebnis

»Arq nicht kanonisch” zuriickgegeben.

Anhand des depthfirst StroLL Algorithmus aus Kapitel 7.3 soll beschrieben
werden, welche Anpassungen notwendig sind, um einen der drei Algorithmen
aus Kapitel 7 zur Berechnung des kanonischen Reprasentanten und dessen Sta-
bilisator einzusetzen. Die erste Anderung am depthfirst StroLL Algorithmus
ist, dass zusétzlich zu der Information, dass die untersuchte Nebenklasse A.q
nicht kanonisch ist, ein beliebiges Element b € B zuriickgegeben wird, fiir das
Argb < Agq ist. Weiterhin soll die zu diesem Zeitpunkt bekannte Untergruppe

des Stabilisators der Nebenklasse Ayq zuriickgegeben werden.

Nach Satz 3.1.2 existiert ein Homomorphismus von Gruppenoperationen,
der jede Nebenklasse auf ihren Stabilisator abbildet. Daher ist der Stabilisator
der Nebenklasse Aqb gleich dem b-konjugierten Stabilisator der Nebenklas-
se Arq. Wenn der so abgewandelte depthfirst StroLLL. Algorithmus abbricht,
weil eine kleinere Nebenklasse Ajqb gefunden wurde, so kann aus der bekann-
ten Untergruppe C} des Stabilisators der Nebenklasse A,q die Untergruppe
b=1C}b berechnet werden, die eine Untergruppe des Stabilisators der Neben-
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klasse Agqb ist. Anschlieffend kann der depthfirst StroLL Algorithmus erneut
aufgerufen werden, nur diesmal unter Eingabe der Nebenklasse Argb und des
Stabilisators b~ 1Cyb. Das Ergebnis dieses Aufrufs ist dann entweder eine noch
kleinere Nebenklasse Apgb’ zusammen mit einer eventuell vergroferten Unter-
gruppe des Stabilisators der Nebenklasse Argb oder die Nebenklasse Agqb ist
bereits kanonisch. Wenn eine kleinere Nebenklasse gefunden wurde, so wird die
beschriebene Vorgehensweise solange wiederholt, bis der kanonische Reprasen-
tant gefunden wurde. In diesem Fall wird der depthfirst StroLL. Algorithmus

den vollen Stabilisator dieser Nebenklasse Apgb bereitstellen.

Da eine Totalordnung auf der Menge der Nebenklassen €2, gegeben ist und
bei jedem der Aufrufe des depthfirst StroLLL. Algorithmus entweder der kano-
nische Représentant gefunden wird oder eine kleinere, als die bisher bekannte
Nebenklasse der Bahn A,qP zuriickgegeben wird, fiihrt diese Vorgehensweise
zu einem Algorithmus, der zu jeder Nebenklasse A;g den kanonischen Bahnre-
prasentanten und dessen Stabilisator berechnet. Die Effizienz des urspriingli-
chen depthfirst StroL.L. Algorithmus bleibt dabei weitgehend erhalten.

7.6.4 ExtendGroup

In diesem Kapitel werden verschiedene Methoden beschrieben, wie eine Unter-
gruppe U einer Gruppe B um einen Erzeuger b erweitert werden kann. Genauer
gesagt soll die kleinste Untergruppe V' von B berechnet werden, die sowohl U
als auch den Erzeuger b enthalt.

Die Losung dieses Problems hiingt stark davon ab, welche Datenstruktur zum
Speichern der Gruppe verwendet werden soll. Im einfachsten Fall, ist bereits
ein Erzeugendensystem zur Gruppe U gegeben und es soll lediglich ein FEr-
zeugendensystem der Gruppe V bestimmt werden. Dafiir sind keine weiteren
Berechnungen notwendig, sondern es geniigt, das Element b zur Menge der
Erzeuger von U hinzuzufiigen. Denn diese Menge ist bereits ein Erzeugenden-
system der gesuchten Gruppe V.

Ein Nachteil dieser Methode ist, dass das Erzeugendensystem auf diese Weise
sehr groft werden kann. Bei den in Kapitel 7 beschriebenen Algorithmen wur-

de vorausgesetzt, dass der Index je zweier in der Leiter aufeinander folgender
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Gruppen endlich sein muss. Daher kann auch bei den Erweiterungsproblemen,
die im Zusammenhang mit den beschriebenen Algorithmen auftauchen, davon
ausgegangen werden, dass der Gruppenindex (V' : U) endlich ist. In [22] wird
eine allgemeine Methode beschrieben, die es erlaubt, die Anzahl der Erzeu-
ger zu reduzieren. Abhéingig von den Eigenschaften der untersuchten Gruppe,
existiert eine ganze Reihe weiterer Verfahren, deren Beschreibung an dieser
Stelle jedoch den Rahmen sprengen wiirde.

Ist die Gruppe B eine Permutationsgruppe und sollen U und V in Form von
Labelled Branchings nach Jerrum [7] gespeichert werden, so kann der Algo-
rithmus von Cooperman, Finkelstein und Purdom [1] zur Berechnung eines
starken Erzeugendensystems verwendet werden. Dies ermdglicht es gleichzei-
tig, die Anzahl der Erzeuger unter Kontrolle zu halten.

Referenz zu Cube einfigen? Sift?

7.6.5 FindOrbitRep

Im Unterprogramm FindOrbitRep soll zu einer Nebenklasse Ag und gegebe-
ner Gruppe B der kleinste Reprisentant der Bahn Ag?® gefunden werden. Ist
die Bahn Ag? sehr lang, so ist diese Aufgabe schwer zu l6sen und es miis-
sen Kanonisierungsalgorithmen wie der in Abschnitt 7.6.3 beschriebene einge-
setzt werden. Ist die Bahn Ag” hingegen kurz, so kann wie in Abschnitt 7.6.2
der Bahnenalgorithmus zur Losung eingesetzt werden. Der Bahnenalgorithmus
konstruiert dann alle Nebenklassen, die in der Bahn Ag” liegen.

Unter diesen Nebenklassen kann dann unter Verwendung eines Kanonizitits-
pradikates die kanonische identifiziert werden. Ist auf der Menge der Neben-
klassen Af eine Totalordnung gegeben, so kann zum Beispiel die kleinste Ne-

benklasse dieser Bahn als die kanonische ausgezeichnet werden.

7.6.6 FindSmallestPath

Es sei G eine Gruppe und (A4, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter von G
nach A,. Die Gruppenindizes zwischen je zwei aufeinander folgenden Gruppen

der Untergruppenleiter seien klein und insbesondere auch endlich. Es sei ein
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k < n und eine Nebenklasse Axq mit ¢ € G gegeben. In der in Abschnitt 7.3.2
beschriebenen Vorbereitungsphase des Leiterspielalgorithmus aus Kapitel 7 soll
der kleinste Pfad (Aip, ..., Axp) € Py berechnet werden, dessen letzte Kom-
ponente Agp gleich der gegebenen Nebenklasse Apq ist. Die dabei zugrunde
gelegte Ordnung ist die in Kapitel 6.2 beschriebene Ordnung auf der Menge
Py, der Pfade der Liange k£ — 1.

Jeder Pfad aus der Menge P, dessen letzte Komponente gleich A.q ist, liegt

im Block Af{’k}. Da A; = G ist und die erste Komponente aller Pfade aus der
Menge P, daher gleich G ist, ist der Block A%’k} identisch mit dem Block

A%k}. Dieser Block kann in kleinere Blécke zerlegt werden, so dass jeweils alle
Pfade, deren zweite Komponenten identisch sind, in dem jeweils selben Block
liegen.

Nach Lemma 16 ist die Urbildmenge des Blockes AC{ILk} unter der Abbildung
©({1,2,6},{1,k}) gleich {AC{”IIVQ,k} |a € Ai}. Die Ordnung auf der Menge der Blicke
wurde so definiert, dass der kleinste Block der Menge {AY], ,, [a € Ay} ge-
nau derjenige ist, der den kleinsten Pfad enthéilt. Nach Lemma 18 bilden die
Blocke im Urbild von At{lm} unter dem G-Homomorphismus ¢ (i2,k} {1,k}) €ine
Partition dieses Blockes. Daher ist der gesuchte kleinste Pfad (Aip, ..., Axp)

des Blockes A% K} im kleinsten Block des Urbilds enthalten.

Der kleinste Block aus der Menge {A{],,,[a € Ay} ist nach Lemma 6
derjenige Block, dessen Pfade die kleinste zweite Komponente besitzen. Die
Menge {Asaq|a € Ay} enthélt alle Nebenklassen, die als zweiten Komponen-
ten in einem Pfad eines Blockes aus der Menge {A7;,,[a € Ay} vorkommen.
Wenn der Gruppenindex (A; : Az) klein ist, kann die Menge {Af7, [a € Ay}
einfach durchlaufen werden, um den kleinsten darin enthaltenen Block zu fin-
den. Da der Pfad (Ayp, ..., Axp) in diesem Block enthalten sein muss, kann auf
diese Weise auch die zweite Komponente des Pfades (Ayp, ..., Axp) bestimmt

werden.

Im Folgenden wird ein iteratives Verfahren beschrieben, mit dem die iib-
rigen Komponenten des Pfades (Ajp, ..., Axp) in aufsteigender Reihenfolge

bestimmt werden kénnen. Bei der Bestimmung der jeweils nichsten Kompo-
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nente werden zwei Fille unterschieden, je nachdem ob die darauf folgende
Untergruppe der Leiter eine Untergruppe der Vorherigen ist oder nicht. Bei
der Bestimmung der ¢ + 1-ten Komponente wird vorausgesetzt, dass im vor-
angehenden Tterationsschritt ein Element ¢ € G bestimmt wurde, so dass
(Aip, ..., Axp) € A?i,k} gilt. Bezeichnet A({MI{M} den Block, der im ersten
Schritt als kleinster Block im Urbild bestimmt wurde, so setze fiir den fol-

genden [terationsschritt g = agq.

Es sei A; > A;;1 und die i-te Komponente des Pfades (A;p, ..., Axp) sei be-
reits bekannt. Es bezeichne g € G ein Element, fiir das (Ap, ..., Agp) € Af{’i’k}
gilt. Unter Verwendung von Lemma 16 kann die Urbildmenge des Blockes Ai’i’ k)
unter dem G-Homomorphismus ¢ i+1,k),4i,k}) berechnet werden. Dies ist die
Menge {A(fiiﬂ,k} la € A; N A}, Die Gruppe E; = A; N Ay braucht dabei
fiir jede Untergruppenleiter nur ein einziges Mal bestimmt und anschliefend
gespeichert werden. Die Berechnung der Gruppe E; wurde bereits in Kapitel

Abschnitt 7.6.1 beschrieben.

Die Ordnung auf der Menge der Blocke wurde so definiert, dass der gesuchte
kleinste Pfad im kleinsten Block der Urbildmenge {AY/, , ;\[a € E;} enthal-
ten ist. Der kleinste Block der Menge {AY/, 1 |a € E;} ist nach Lemma 6
derjenige Block, dessen Pfade die kleinste ¢ + 1-te Komponente besitzen. Ist
der Gruppenindex (A; : A;;1) klein, so ist auch die Menge {A;,1ag|a € E;}
klein und die Nebenklassen aus dieser Menge konnen leicht durchlaufen wer-
den. Dabei kann die kleinste Nebenklasse A;jag aus dieser Menge ermittelt

werden. Die i + 1-te Komponente des Pfades (Ap, ..., Axp) muss dann gleich

ag
{i+1,k}"

Im folgenden Iterationsschritt wird vorausgesetzt, dass ein Element h € G be-

A;i1ag sein und der gesuchte Pfad liegt im Block A

agq
{i+1,k}

Block, der den Pfad (A;p,..., Agp) enthilt, so setze fiir den folgenden Tterati-

stimmt wurde, fiir das (Ap,..., Agp) € A?Hl,k} gilt. Bezeichnet A den

onsschritt h = aq.

Ist A; < A;41 und ist die i-te Komponente des Pfades (A;p, ..., Agp) bereits
bekannt, so kann die darauf folgende Pfadkomponente leicht bestimmt werden.

Es bezeichne g € G wieder ein Element, fiir das (A;p, ..., Axp) € A?Lk} gilt.
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Aufgrund der Definition der Erweiterungsfunktion T; in Kapitel 6.1 muss die
i+1-te Komponente des Pfades gleich A;, g sein. Denn das Bild der i-ten Kom-
ponente A;g unter der Erweiterungsfunktion Y; ist die einelementige Menge
{Ai+19}. Da die Definition eines Pfades vorschreibt, dass die i 4+ 1-te Kompo-
nente in dieser einelementigen Menge enthalten sein muss, kann die ¢ + 1-te
Komponente sofort festgelegt werden. Fiir den darauf folgenden Iterations-
schritt wird wieder ein Element h € G benétigt, fiir das (Aip, ..., Agp) €

Ai{li 1k} gilt. Fiir das Element ¢ ist diese Voraussetzung bereits erfiillt.

Auf diese Weise kann der gesuchte Pfad innerhalb von k —2 Schritten gefun-
den werden. Sind die zuvor angesprochenen Gruppenindizes der Leitergruppen
klein, so kann jeder der einzelnen Schritte mit geringem Aufwand durchgefiihrt

werden.



Kapitel 8
Analyse des Laufzeitverhaltens

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der drei in dieser Arbeit neu vor-
gestellten Leiterspielalgorithmen anhand von konkreten Rechenbeispielen un-
tersucht.

In Kapitel 8.2 wird jeder der drei Algorithmen auf ein konkretes Kanonisie-
rungsproblems angesetzt. Daraufthin werden die Algorithmen in Bezug auf ihre
Laufzeit, ihren Bedarf an Hauptspeicher und die Anzahl der berechneten Ne-
benklassen zur Losung des Kanonisierungsproblems verglichen.

In Kapitel 8.3 wird der Leiterspiel-Light Algorithmus mit dem urspriinglichen
Leiterspielalgorithmus von Schmalz verglichen. Beide Algorithmen werden un-
abhéngig voneinander zur Konstruktion aller schlichten Graphen auf bis zu 9
Knoten eingesetzt. Dabei werden die Algorithmen in Bezug auf ihre Laufzeit

und ihren Bedarf an Hauptspeicher miteinander verglichen.

8.1 Kurzbeschreibung der Algorithmen

8.1.1 Leiterspielalgorithmus von Schmalz

Der urspriingliche Leiterspielalgorithmus von Schmalz wurde in Kapitel 4 vor-
gestellt. Dieser Algorithmus zeichnet sich insbesondere dadurch aus, dass mit
diesem Algorithmus auch schwierigste Isomorphieprobleme gelost werden kon-
nen.

Mit dem Leiterspielalgorithmus von Schmalz kann zu gegebenen Gruppen G,
Aund B, mit A < G und B < (@, die Menge aller Doppelnebenklassen

155
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A\G/B = {AgB|g € G} bestimmt werden. Genauer gesagt wird zu jeder
Doppelnebenklasse AgB eine Rechtsnebenklasse Agb mit b € B bestimmt, die
die entsprechende Doppelnebenklasse reprasentiert. Der Reprasentant einer
Doppelnebenklasse AgB kann jedoch nicht einzeln bestimmt werden, sondern

nur zusammen mit allen anderen Reprasentanten von Doppelnebenklassen aus

der Menge A\G/B.

8.1.2 Leiterspiel-Light

Der Leiterspiel-Light Algorithmus wurde in Kapitel 7.4 beschrieben. Es seien
G, A und B drei Gruppen, mit A < G und B < G und g ein Element aus
der Gruppe G. Dieser Algorithmus ermdoglicht es, zu jeder Doppelnebenklasse
AgB ein Element b € B und eine Rechtsnebenklasse Agb zu bestimmen, die
diese Doppelnebenklasse repréisentiert.

Um diesen Algorithmus einsetzen zu kdnnen, miissen mehrere Voraussetzun-
gen erfiillt sein. Es wird eine Untergruppenleiter (Ay, ..., A,) von G nach A
benétigt, die nach den in Kapitel 6.5 beschriebenen Kriterien eine starke Un-
tergruppenleiter ist. Weiterhin wird fiir alle ¢ < n eine Totalordnung auf der
Menge A;\G der Rechtsnebenklassen der Gruppe A; benétigt, die den in Ab-
schnitt 6.1.2 genannten Kriterien geniigt.

In vielen Fallen ist der Leiterspiel-Light Algorithmus ein schneller, einfach
zu implementierender Algorithmus, der zur Losung von kleineren Doppelne-
benklassen Isomorphieproblemen verwendet werden kann. Dieser Algorithmus
eignet sich in Kombination mit dem im Anschluss beschriebenen Depthfirst
StroLL Algorithmus auch zur Losung von grofen Doppelnebenklassen Isomor-

phieproblemen.

8.1.3 Depthfirst StroLL Algorithmus

Der Depthfirst StroLL Algorithmus wurde in Abschnitt 7.3.2 bis 7.3.5 be-
schrieben. Genau wie der Leiterspiel-Light Algorithmus ermdoglicht es dieser
Algorithmus, zu jeder Doppelnebenklasse AgB ein Element b € B und eine
Rechtsnebenklasse Agb zu bestimmen, die diese Doppelnebenklasse repréisen-
tiert.

Der Depthfirst StroLL benétigt dieselben Voraussetzungen wie das Leiterspiel
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Light, eignet sich im Gegensatz zu diesem jedoch auch zur Lésung von grofsen
Doppelnebenklassen Isomorphieproblemen. Dieser Algorithmus erméglicht es,
grofse Isomorphieprobleme in mehrere kleinere zu zerlegen, die dann anschlie-
fsend rekursiv gelost werden konnen. In der Praxis hat sich herausgestellt, dass
das Leiterspiel Light wesentlich effizienter ist bei der Losung von kleineren
Isomorphieproblemen. Daher empfiehlt es sich, kleinere Isomorphieprobleme,
die beim Depthfirst StroLL in den Rekursionsschritten auftauchen, immer mit

Hilfe des Leiterspiel Light Algorithmus zu l6sen.

8.1.4 Breadthfirst StroLL Leiterspiel

Der Breadthfirst StroLL Algorithmus wurde in Kapitel 7.2 beschrieben. Dieser
Algorithmus erméglicht es, genau wie der Depthfirst StroLL und das Leiterspiel
Light, zu einer einzelnen gegebenen Doppelnebenklasse eine repréasentierende
Rechtsnebenklasse zu berechnen.

Die Voraussetzungen fiir diesen Algorithmus sind identisch zu denen des Depth-
first StroLL und des Leiterspiel Light Algorithmus. Im Gegensatz zu diesen
Algorithmen benoétigt der Breadthfirst StroLL. Algorithmus jedoch deutlich
mehr Arbeitsspeicher. Unter den drei Algorithmen Leiterspiel-Light, Depth-
first StroLL und Breadthfirst StroLL ist dieser Algorithmus dem urspriingli-

chen Algorithmus von Schmalz am dhnlichsten.

8.2 Vergleich der Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die drei neuen Algorithmen dieser Arbeit miteinan-
der verglichen. Anhand eines Beispiels wird gezeigt, wie unterschiedlich die drei
Algorithmen in Bezug auf ihre Laufzeit, ihren Bedarf an Arbeitsspeicher und
die Anzahl der durchlaufenen Nebenklassen sind. Dieser Vergleich dient jedoch
ausdriicklich nicht dazu, die Algorithmen hinsichtlich ihrer Leistungsfahigkeit
zu vergleichen. Die Leistungsfahigkeit des neuen Ansatzes wird in Kapitel 8.3
unter Beweis gestellt.

Der Depthfirst StroLLLL arbeitet rekursiv, grofse Problemstellungen werden in
kleinere Probleme zerlegt, die anschliefend wieder mit einem Kanonisierungs-
algorithmus gelost werden miissen. Wird der Depthfirst StroLL auch wieder

zur Losung dieser kleineren Probleme eingesetzt, so muss insgesamt eine sehr
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grofse Zahl sehr kleiner Kanonizitdtsprobleme mit diesem Algorithmus geltst
werden. Da jedoch kleine Isomorphieprobleme mit dem Depthfirst StroLL nur
sehr langsam gelost werden konnen, fiihrt dies zu einem insgesamt langsamen
Algorithmus.

In diesem Kapitel sollen jedoch die Unterschiede der drei Algorithmen im Vor-
dergrund stehen, daher wurde darauf verzichtet, die verschiedenen Algorith-
men miteinander zu kombinieren. In der Praxis hingegen sollten beim Depth-
first StroLL die kleinen Isomorphieprobleme aus den Rekursionsschritten im-
mer mit einem anderen Algorithmus wie zum Beispiel dem Leiterspiel-Light

gelost werden.

8.2.1 Der Beispielgraph

Abbildung 8.1: Graph aus 10 Knoten und 25 Kanten

Um die drei Algorithmen vergleichen zu kénnen, wird jedem der Drei die
Aufgabe gestellt, den Graphen aus Abbildung 8.1 zu kanonisieren. Nach dem
Split Lemma aus Kapitel 3.5 kann der Graph aus Abbildung 8.1 auf eine
Rechtsnebenklasse abgebildet werden. Dieser Schritt wurde bereits in dem Bei-
spiel auf Seite 21 beschrieben. Dort wurde auch beschrieben, wie die Gruppen
G, A und B zur Doppelnebenklassenmenge A\G/B, der Bildmenge der Split-
Lemma Abbildung, bestimmt werden.

Wurde der Graph unter der Abbildung des Split Lemmas auf eine Nebenklasse
Ag abgebildet, so kann mit jedem der drei Algorithmen iiberpriift werden, ob
Ag die kanonische Nebenklasse in ihrer Bahn Ag? = {Agb|b € B} ist. Bei

jedem der drei Testfille wird das selbe Kanonizitdatspradikat zugrunde gelegt,
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das in Abschnitt 8.2.2 erldutert wird.

In einem weiteren Schritt wird dann das Urbild der kanonischen Nebenklasse
unter der Abbildung des G-Isomorphismus des Split Lemmas berechnet. Das
Kanonizitiatspradikat auf der Menge der Graphen kann so gewéhlt werden,
dass das Urbild jeder kanonischen Nebenklasse auch der kanonische Représen-
tant der Bahn des betreffenden Graphen ist. Auf diese Weise kann mit jedem
der drei Algorithmen die Kanonizitiat des Graphen in Abbildung 8.1 iiberpriift

werden.

8.2.2 Voraussetzungen

Der vollstandige Graph auf 10 Knoten besitzt genau 45 Kanten. Um den Gra-
phen aus Abbildung 8.1 auf eine Doppelnebenklasse abzubilden, wird die Grup-
pe G gleich der Symmetrischen Gruppe Sy5 gewéhlt, entsprechend dem Beispiel
auf Seite 21.

Bei allen drei Algorithmen wurde folgende starke Untergruppenleiter zugrunde

gelegt:
A1 = G
Ay, = S({1,.. k) {k+1,....45)) VI<k<45

Agkr1 = Sy, k) k1) (k42,450 V1 <k <45

Auf der Menge der Gruppenelemente von G ist durch die lexikographische
Ordnung eine Totalordnung gegeben. Entsprechend dieser Ordnung kann fiir
alle Untergruppe U von G eine Totalordnung auf der Menge U\G festgelegt
werden: Zu je zwei gegebenen Elementen ¢1,92 € G soll Ugy < Ugo gelten,
genau dann, wenn das kleinste Element ¢} aus der Menge {ug; | u € U} kleiner
ist als das kleinste Element der Menge {ugs|u € U}. Das Kanonizitatspra-
dikat wurde so gewihlt, dass fiir alle Elemente g € G und Untergruppen U
und B von G genau die nach dieser Ordnung kleinste Nebenklasse in der Bahn
UgB = {Ugb|b € B} als kanonisch gelten soll.

Samtliche Berechnungen wurden auf einem einzelnen Prozessor des Linux-
Clusters der Universitit Bayreuth durchgefiihrt. Die verwendete CPU ist ein
Intel Xeon Prozessor vom Typ E5520 ausgestattet mit 24 Gigabyte 1066 MHz
DDR3 RAM Modulen.
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8.2.3 Ergebnisse

Kanonizitaetstest eines Graphen aus 10 Knoten und 25 Kanten
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Abbildung 8.2: Anzahl aller durchlaufenen Nebenklassen

In Abbildung 8.2 ist fiir jeden der drei Algorithmen die Anzahl der durch-
laufenen Rechtsnebenklassen dargestellt. Es bezeichne (Ay, ..., Agg) die star-
ke Untergruppenleiter, die bei den Berechnungen der Algorithmen verwendet
wird. Zu jeder der durchlaufenen Rechtsnebenklassen existiert ein g € G' und
eine Gruppe F, so dass die Rechtsnebenklasse als Fg geschrieben werden kann.
Zu dieser Gruppe FE existieren wiederum zwei Indizes i,k € {1,...,50} mit
i < k,sodass E = A;N Ay ist. Fiir jeden der Algorithmen wurden die wihrend
des Kanonizitédtstests durchlaufenen Nebenklassen gezéhlt und entsprechend
dem kleineren der beiden Indizes aufgeschliisselt. Die Anzahl der durchlaufe-
nen Nebenklassen wurde dann entsprechend diesem Index auf der x-Achse in
Abbildung 8.2 dargestellt. Auf diese Weise entstehen drei sehr unterschiedliche
Nebenklassen Verteilungen, die wiederum Aufschluss iiber die Arbeitsweise des
jeweiligen Algorithmus geben.

Beim Leiterspiel-Light Algorithmus wird zuerst ein Pfad p = (Aip, ..., Asop)
berechnet, der kleinste Pfad zu der gegebenen Nebenklasse Asqp, fiir die iiber-

priift werden soll, ob diese kanonisch ist. Fiir jeden Index i < 50 entspricht



161

Bahnlaengen der Nebenklassen des Pfades (A p....,A5yp)
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Abbildung 8.3: Bahnldngen aller Nebenklassen A;p unter der Gruppe B

Kanonizitaetstest eines Graphen aus 25 Kanten auf 10 Knoten
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Abbildung 8.4: Bedarf an Arbeitsspeicher
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Kanonizitaetstest eines Graphen aus 25 Kanten auf 10 Knoten
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Abbildung 8.5: Bedarf an Rechenzeit

die Anzahl der durchlaufenen Nebenklassen, bis auf eine geringe, program-
miertechnisch bedingte Abweichung, genau der Grofe der Schnittmenge der
beiden Mengen {A;pa|a € Aso} und {A;pb|b € B}. Die Michtigkeit der Men-
ge {A;pb|b € B} ist daher entscheidend fiir die Anzahl der zu durchlaufenden
Nebenklassen. Diese kann wie folgt berechnet werden:

|B]

Apb|be B} = —————
{Ap|be BY = e S

Der Nenner im Bruch auf der rechten Seite ist identisch mit der Grofe des Sta-
bilisators der Nebenklasse A;p in B. Daher iibt die Grobe dieses Stabilisators
einen entscheidenden Einfluss auf die Anzahl der zu durchlaufenden Neben-
klassen aus. In Abbildung 8.3 ist fiir alle Indizes ¢ von 1 bis 50 die Méchtigkeit
der Menge {A;pb|b € B} dargestellt. Die Korrelation zwischen der Abbil-
dung 8.3 und der Nebenklassenverteilung des Leiterspiel-Light Algorithmus in
Abbildung 8.2 ist leicht zu erkennen.

Die rekursive Losungsstrategie des Depthfirst StroLL fiihrt dazu, dass sehr
viele Nebenklassen mit kleinem Leiterindex durchlaufen werden. Im Vergleich
zu den beiden anderen Algorithmen werden die Nebenklassen mit grokem Lei-
terindex etwas seltener durchlaufen. In der Verteilung der Nebenklassen des
Depthfirst StroLL in Abbildung 8.2 ist auch ein geringer Einfluss der Bahn-

laingen aus Abbildung 8.3 erkennbar. Dieser ist jedoch viel kleiner als beim
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Leiterspiel-Light Algorithmus.

Die Sagezdhne, die in der Nebenklassenverteilung des Breadthfirst StroLL in
Abbildung 8.2 zu sehen sind, konnen auf die unterschiedlichen Grofen der
Gruppen der Leiter zuriickgefiihrt werden. Da sich bei der gegebenen Leiter
die Splitting- und Fusingschritte abwechseln, entsteht dieses Ségezahnmuster,

das auch in den Darstellungen der beiden anderen Algorithmen zu erkennen ist.

8.3 Vergleich der Leistungsfihigkeit

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften des Leiterspiel Algorithmus von
Schmalz mit dem Leiterspiel-Light Algorithmus verglichen. Die beiden Algo-
rithmen werden hinsichtlich ihres Bedarfs an Rechenzeit und ihres Bedarfs an
Arbeitsspeicher untersucht.

Bezeichnet G eine Gruppe und A und B zwei Untergruppen von G, so kann der
Algorithmus von Schmalz zur Konstruktion aller kanonischen Reprisentanten
von Doppelnebenklassen A\G/B eingesetzt werden. Es ist mit diesem Algo-
rithmus jedoch nicht méglich, den kanonischen Représentanten einer einzelnen
Doppelnebenklasse zu bestimmen, ohne die {ibrigen kanonischen Représentan-
ten zu berechnen.

Der Leiterspiel-Light Algorithmus hingegen ist ausschlieflich dazu in der La-
ge, zu einer einzelnen Doppelnebenklasse den kanonischen Repriasentanten zu
bestimmen. Dieser Algorithmus kann jedoch in Kombination mit der ordnungs-
treuen Erzeugung zur Berechnung der kanonischen Repréasentanten aller Dop-
pelnebenklassen A\G/B eingesetzt werden.

Fiir den Vergleich wurde daher ein Rechenbeispiel gewéhlt, bei dem mit dem
Algorithmus von Schmalz alle kanonischen Reprisentanten von Doppelneben-
klassen A\G/B berechnet werden und das Leiterspiel-Light in Kombination
mit der ordnungstreuen Erzeugung zur Konstruktion der selben kanonischen
Représentanten eingesetzt wird.

Nach dem Split Lemma aus Kapitel 3.5 kann die Aufgabe, alle schlichten
Graphen auf n Knoten bis auf Isomorphie zu konstruieren, auf ein Doppel-
nebenklassenproblem abgebildet werden. In dem Beispiel zum Split Lemma

auf Seite 21 wurde bereits beschrieben, wie ein Graph auf eine Nebenklasse
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abgebildet werden kann. Dort wurde auch beschrieben, wie die Gruppen G,
A und B zur Doppelnebenklassenmenge A\G/B, der Bildmenge der Split-
Lemma Abbildung, bestimmt werden. Jede Doppelnebenklasse entspricht ei-
nem Graphenisomorphietypen, daher muss zur Konstruktion aller schlichten
Graphen auf n Knoten aufer der Berechnung der Doppelnebenklassen nahezu
kein zusédtzlicher Aufwand betrieben werden. Daher eignet sich dieses Beispiel
besonders gut fiir einen Vergleich der unterschiedlichen Algorithmen.

An dieser Stelle soll betont werden, dass die im Beispiel konstruierten Gra-
phenmengen langst bekannt sind und dieses Problem nur aufgrund seiner An-

schaulichkeit ausgewéhlt wurde.

8.3.1 Voraussetzungen

Zum Vergleich der beiden Algorithmen wurden alle schlichten Graphen auf
4,5,6,7,8 und 9 Knoten generiert. Der vollstandige Graph auf n Knoten be-
sitzt genau m = n - (n — 1)/2 Kanten. Zur Konstruktion aller Graphen auf n
Knoten wurde, entsprechend dem Beispiel auf Seite 21, die Gruppe G gleich
der Symmetrischen Gruppe S,, gewahlt.

Fiir die Konstruktion der Graphen auf n Knoten wurde folgende starke Unter-

gruppenleiter verwendet:
A1 - G
Agy, = S{1,.. k) {k+1,...m}) Vi<k<m

Agr1 = S, kb k1) k42,.my) V1 <k <m
Den Berechnungen wurde das selbe Kanonizitatspradikat zugrunde gelegt, das
bereits in Abschnitt 8.2.2 beschrieben wurde. Sdmtliche Berechnungen wurden
auf einem einzelnen Prozessor des Linux-Clusters der Universitidt Bayreuth
durchgefiihrt. Die verwendete CPU ist ein Intel Xeon Prozessor vom Typ E5520
ausgestattet mit 24 Gigabyte 1066 MHz DDR3 RAM Modulen.

8.3.2 Ergebnisse

Wie in Abbildung 8.6 zu sehen ist, benétigen der Algorithmus von Schmalz
und das Leiterspiel-Light nahezu die selbe Rechenzeit zur Berechnung aller
schlichten Graphen auf bis zu neun Knoten. In Abbildung 8.7 ist die Lauf-
zeit jedes der beiden Algorithmen geteilt durch die Anzahl der konstruierten
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Erzeugung aller schlichten Graphen auf n Knoten
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Abbildung 8.6: Bedarf an Rechenzeit

Graphen dargestellt. Dies ermdglicht es, die Unterschiede in der Laufzeit der

beiden Algorithmen noch etwas genauer darzustellen.

Der Vergleich des Leiterspiels von Schmalz mit dem Leiterspiel-Light zeigt
insbesondere, dass das Leiterspiel von Schmalz einen um mehrere Gréfenord-
nungen groferen Bedarf an Arbeitsspeicher hat. Die Graphen auf 10 Knoten
konnten mit dem Leiterspiel von Schmalz nicht mehr berechnet werden, da
schon bei der Konstruktion aller einfachen Graphen auf 9 Knoten 34 Gigabyte
Speicher bendtigt werden. Wie unterschiedlich der Speicherbedarf der beiden
Algorithmen ist, kann sehr deutlich anhand der Abbildung 8.8 gezeigt werden.
Dabei ist insbesondere zu beachten, dass die y-Achse der Graphik in Abbil-
dung 8.8 eine logarithmische Skalierung besitzt.

Der Leiterspiel-Light Algorithmus konstruiert die gesuchten Graphen in Tie-
fensuche unter Verwendung der ordnungstreuen Erzeugung. Daher miissen im-
mer nur sehr wenige kanonische Nebenklassen und Stabilisatoren gleichzeitig
im Speicher gehalten werden. Beim Leiterspiel von Schmalz hingegen werden
alle kanonischen Nebenklassen zusammen mit ihren Stabilisatoren gleichzeitig

im Speicher gehalten. Aufgrund der hohen Anzahl von Nebenklassen, die zur
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Abbildung 8.7: Bedarf an Rechenzeit pro Graph
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Abbildung 8.8: Bedarf an Arbeitsspeicher




167

Konstruktion der Graphen bendtigt werden, ergibt sich dieser enorme Speicher-
bedarf. Wird beim Algorithmus von Schmalz der Speicherbedarf durch die An-
zahl der konstruierten Nebenklassen geteilt, so ergibt sich das Verhaltnis, das
in Abbildung 8.9 dargestellt ist.

Erzeugung aller schlichten Graphen auf n Knoten
300 . .

Leiterspiel Schmalz —+—

250

200

150

Kilobyte

100

50

0 Il Il Il ‘
4 5 6 7 8 9

Anzahl der Knoten

Abbildung 8.9: Durchschnittlicher Speicherbedarf pro Nebenklasse

#Knoten CPU-Zeit #Nebenklassen #Graphen Hauptspeicher
4 0.00 24 11 7.184 MByte
5 0.01 107 34 7.488 MByte
6 0.18 727 156 12.96 MByte
7 3.51 7607 1044 64.33 MByte
8 123.51 137465 12346 1.032 GByte
9 6698.10 4422499 274668 34.18 GByte

Abbildung 8.10: Leiterspiel nach Schmalz, Ergebnisse tabellarisch

8.3.3 Ergebnis des Vergleichs

Die Einsatzmoglichkeiten des urspriinglichen Leiterspiel Algorithmus werden

vor allem durch die Groke des zur Verfiigung stehenden Hauptspeichers be-
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#Knoten CPU-Zeit #Nebenklassen #Graphen Hauptspeicher
4 0.00 296 11 7.120 MByte
5 0.03 2878 34 7.488 MByte
6 0.31 29750 156 8.240 MByte
7 4.46 365344 1044 9.296 MByte
8 107.18 75000593 12346 11.296 MByte
9 6002.34 4 274668 14.560 MByte

Abbildung 8.11: Leiterspiel-Light, Ergebnisse tabellarisch

schrinkt. Zu jeder Doppelnebenklasse AgB wird eine Nebenklasse Agb mit
b € B bestimmt, die als kanonischer Repréisentant dieser Doppelnebenklasse
fungiert. Und zu jeder dieser kanonischen Nebenklassen Agb muss das Bild
dieser Nebenklasse unter der fusionierenden Abbildung und der Stabilisator
Bag, = BNb g ' Agb dieser Nebenklasse unter der Operation der Gruppe B
gespeichert werden. Daher wéchst beim urspriinglichen Leiterspielalgorithmus
mit jeder konstruierten Doppelnebenklasse der Bedarf an Hauptspeicher.

Werden die Doppelnebenklassen hingegen mit dem Leiterspiel-Light Algorith-
mus in ordnungstreuer Erzeugung konstruiert, so wird dazu nur eine sehr ge-
ringe Menge an Hauptpeicher benotigt. Bei der Konstruktion von schlichten
Graphen bis 9 Knoten ist der Leiterspiel-Light Algorithmus genauso so schnell

wie der urspriingliche Leiterspiel Algorithmus von Schmalz.



Kapitel 9

Ausblick

Homomorphismen von Gruppenoperationen werden nicht nur zur Lésung von
Isomorphieproblemen verwendet. Viele Beweise gruppentheoretischer Aussa-
gen und viele Algorithmen der Gruppentheorie beruhen auf Homomorphismen
von Gruppenoperationen. Untergruppenleitern kénnen als Beschreibung einer
Kette von Homomorphismen von Gruppenoperationen auf Nebenklassenmen-
gen betrachtet werden. Die starken Untergruppenleitern, die in dieser Arbeit
zum ersten Mal beschrieben wurden, sind ein neues Werkzeug in der Gruppen-
theorie, das sowohl fiir Beweise in der Gruppentheorie als auch zur Beschrei-

bung von Algorithmen verwendet werden kann.

Der Unterschied zwischen den bisher verwendeten und den starken Unter-
gruppenleitern besteht in der Transitivitdt der Gruppenoperation auf der Men-
ge der Pfade. Dieses Konzept kann ohne weiteres auch auf andere Gruppenope-
rationen als die Rechtsmultiplikation und auch auf andere Objektmengen als
Nebenklassen angewendet werden. Diese Verallgemeinerung ermdglicht weitere
Abwandlungen des Leiterspielalgorithmus. Insgesamt sind die in dieser Arbeit
beschriebenen Algorithmen als Prototypen zu betrachten, um die Tragfihig-
keit dieser neuen Konzepte zu zeigen. Indem die beschriebenen Algorithmen
miteinander kombiniert wurden, die Ordnungstreue Erzeugung auch auf den
Breadthfirst StroLLLL Algorithmus angewendet wurde und das Konzept der star-
ken Leitern ausgeweitet wurde, sind inzwischen weitere Algorithmen hinzuge-

kommen, die alle auf dem Konzept der starken Leitern beruhen.
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Weiterer Forschungsbedarf besteht daher darin, Varianten der Algorithmen
zu implementieren und hinsichtlich ihrer Effizienz zu untersuchen. Neben der
Effizienz sollte insbesondere auch die Parallelisierung dieser Algorithmen un-
tersucht werden. In Kapitel 7.3 wurde zu allen wesentlichen Teilen des Al-
gorithmus auch der Pseudocode angegeben. Dies ist als Hilfestellung an die
Leser gedacht und soll diese dazu motivieren, die beschrieben Algorithmen
zu implementieren und anzuwenden. Anhand der Kiirze des Pseudocodes soll
auch verdeutlicht werden, dass eine Implementierung der Algorithmen trotz

der Schwierigkeit der Thematik eine durchaus iiberschaubare Aufgabe bleibt.

Invarianten konnen als eine spezielle Homomorphismen von Gruppenope-
rationen betrachtet werden. Bei vielen der erfolgreichsten Algorithmen zur
L&sung von Isomorphieproblemen werden auf geschickte Weise Invarianten be-
rechnet, mit Hilfe derer sich die Effizienz der Algorithmen mitunter drastisch
verbessern lasst. Dieser Aspekt wurde bei den Algorithmen dieser Arbeit weit-
gehend aufler Acht gelassen um den Fokus auf das Wesentliche zu beschrianken.
Auch hier besteht weiterer Forschungsbedarf um herauszufinden, welche Inva-
rianten sich zur Unterscheidung von Doppelnebenklassen eignen. In diesem
Zusammenhang soll auch insbesondere auf die Moglichkeit hingewiesen wer-
den, dynamische Leitern zur Losung von Isomorphieproblemen einzusetzen.
Mit dynamischen Leitern sind Leitern gemeint, bei denen die Eigenschaften
der betrachteten Doppelnebenklasse einen Einfluss darauf haben, welcher Ho-
momorphismus von Gruppenoperationen im darauf folgenden Leiterschritt an-

gewendet werden soll.
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