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�� ��� �� ��������� ��� ��������� ������ �� ������ ������ �������� ���� ���

�� ��������� ��� ����������� ��� ���� �� ��������� ��� ρ ����������� ������

�������� ���� ���� ������ ��� ����� ��� ��� �� ��������� ����� �������������

����������� �������� ������� ����� ���� �� ������ ������ ����� ������ ������

����������� �������

��� �������� �������������������� ���� ��� ��� ���� ρ ������� ������� ��

���� ���������� ����� ��� ������� ���� ���������� ������������� ���� ��� ���

��� ��� ������ ��� ������ ����� ���������� �� ���� ���� ��� ������ ���������

������ ��� ������ ρ ����� ���������� ���� ���� �� ��������� ����� �� ��� ���

����������� ��� ����� � ��� ����� �� ������������ ������� ��� ��� ��������

���� ������ �� ������ ������ ���������� �������

���� ���� �� ������ ������ ������� ������������� ���� ���� ��� �����������

��� ������ ρ ����� ��������� ���� �� ������� ��� �� ������ �������� �����������
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ρ ��������� ���� ���� ����� ����� ���������� ������ ��� ���� �������������

����������� ��������� ����� ���� ���� ��� ������ ������� ����� ������ ������

������ ������� ��� ����������� ��� ������� ���������� ��� ������ ρ ����

������������ ����������� �����������

�� ������������ ��� ��� ������������ �� ��� ����������� ��� ������ ρ

��������� ����� ������ ��� ����������� �������������� ����� ������ ���������

��� ��������� ������� ��� �������������� ����� ����� ��� ������� �������������
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�������� ��� ���������� ������ ��� ������ ρ ��� ��� ������� ������ ���

������ ��� ��� ���������������������� ����� ���� ���� ������� ��� ���

������������ ��� ���������� ������������� ��� ������ ρ ���� �� ��������� ����

��������� ��� ������� ������������� ��������� �����

��� ���������� ��� �� ��������� ��� ��������� ����� ������ ��� ��� ����������

��� ��� ���������� ������������� �� ��� ������������ ��� ������� �������������

��� ������ ρ �����������
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ρ �������� ����� ����� ����� ����������� ��������� ��� ��� �������������
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��� ����������� ����� ����������� ��� ��� ������� ��������� ������������ ���

��� ���� �������� ����������� ��������� ��������� ������ ����� �� ����� ���

������� ���� ��� ���� ��� ��������� ������ ��� ���� ��� ����������� �����

��� ����� ���� �������� ��������������� ��� ����������� ����� �������� ����

������������ ����� ����� ������� ��� ��� ������ ��� ��������� �����������

��������� ����

��� ��������������� ��� ������������������

��� �� ������ ������� ����������� ����������� ��������� �������������� ����

��������������� �� ���������� ��� ������������� ��� ������������ ����

����� ��� ��������������� ��� ������� � ��� ��� ������������� ��� �� ���

�������������� ��� ����������� �� ������ ������� ��������� ������� ����

����� ����� � ��� ��� ����� ����� ����� ������������

���� ������� ��� ����� ����� �������� ��� ��� ���� ���� �������� ��������

���� ���� ��������� ���� ���� ��� ����� ����������� ������� ��� �����������

������ ��� ��� ������ 1 ��� 8 ��������������� ������������ ���� ��� �������

��� ��������� g : {1, . . . , 8} −→ {����������������������} ��� ��� ����� ���

����� �� ��� ����� ��� ������ ����������� �������

��� ������������ ������ S8 �������� ��� ��� ����� {1, . . . , 8}� ���� ����

�������� ���� ��� ��������� ��������� f : {1, . . . , 8} −→ {1, . . . , 8} �����������

������� ���� �������� ��� S8 ��� ��� ����� ����� ��������������� ����� ����

�������� g ◦ f ��� ������ ���������� ������������

�� ��������� �� ����� � ���� ��� S8 �� ��� �������� ������������ ���

G ����������� ���� ����� � ��������� �� ����� ���� ��� G ��� ��� ����� ���

��������������� ��� ����� ������� ω ��� ������ ���� ��� G���������������

����� ��� ���� ������������� ��� ������ ���� ��� ���� ����������������� ���

�������� ������ ����� ������ G�������������� ���������� ��� ���� ����������

��� �� �������� ��� ������� � ������ ��� ������� ����������� ������ ��� ����

������������� ��������� �� ������������ ��� ������������ �����������
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���� ���� ��� G �� ��� ����� ��� ���������������� ��� ���� ���������� ���

��� ����� ��������� �������� ��� �������� ������ ������� ��� ���� ���������

����� ��������� ��� ������ ����� ��������� ��� ������� �� ���� ��� ����

����������� ��� S8 ��� ��� B ���������� ����� �� �������� ��� ������� � ����

����� ����� ����������� B ��� ������� ����� ��� ������ ��� ������ G �� ���

����� ��� ����������������

�� B ���� ����������� ��� G ���� ��� ��� ����� ��� ����������� ω ����������

�� G�������������� ���� ����� � ���� ��� B��������������� ����� ��� ���

������������ ����� ������������� �� ��� ������ B ��������� ��� ��� ��������

����� ��� �������������� ����������� �� �����

�� ��������� Ω1 ��� Ω2 ���� ������ ��� ������ G �� ��� ����� ��� ����

������������ ��� ψ : Ω1 −→ Ω2 ����� B���������������� �� ����� �������

ω ��� ����� ��� ������ Ω1 ��� Ω2 ��������� ϕω : ωG −→ Gω\G ��� �� ����

�� � ������������� G�������������� ��� ������� ω� �� ���� ϕω(ω
g) = Gωg

��� ���� g ∈ G ����� ��������� ��������� π : Gω\G −→ Gψ(ω)\G ��� ���� ω ∈ Ω1

����� G���������������� ��� πω(Gωg) = Gψ(ω)g ��� ���� g ∈ G�

���� ���������� ��� �������� �� ��������� ����

ϕψ(ω)

πω

ϕω

ψ

Ω2

Ω1

Gψ(ω)\G

Gω\G
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��� ����� ����� ������ ���� ������ ��� ��������������� �������������

����������� ��� ���� ���� ����������� �������������� ��� �����������

�������� ��� ������� � ��� ������������� ����������� �� ������������ ���

������������ ���������� �������
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����� ����������� ��������� �������

���� ��� ����������� Eia ����� ��� ������������ ����������� �����������

�� ���� ��� ����������� Eia ����� ������ ���������� ������� ����������� ����

��� ��� ����������� Eia ��� ����������� Ei+1a ��������� ��� ��� ����� ����

��� ��������� ���� ���� ��� ��� ����� Δ
aq

{i+1,k} ������������

����� ���������� ��� ������������� ��� Akq

����� ��� �������������� ���� Akq ��� ���������� ������������ ��� ����

Akq
B ���� ���� ��� ��� ����������������� ����������� ���� ��� ������������ Ck

��� ����������� Akq ����� ��� ��������� ��� ������ B ��������� �������

���� Ak ���� ����������� ��� Ak−1 ���� �� ��� ��� ������������ Ck ���� ���

������������������ ����� ���� ����������� ��� ������������� Ck−1� ������ ���

�������� �� ��������� ����� ��� ����� ��� ����������� ������ ����� ���� Ck

�� ������ ���� ��� ��� ������������� ���������� ��� ��������� ����� ���

������� �������

��� Ak−1 �������� ���� ����������� ��� Ak� �� ��� ���� ��� ��������

����������� ����� ��� ������������ Ck−1 ���� ����������� ��� ������������� ���

Akq� �� ���������������� 1 ����� ��� G�������������� �������������� ���

��� ���� g ∈ G ��� ����� Δ
g

{k−1,k} ��� ��� ������������ Ak−1g ��������� �����

������ G�������������� ���� ����� ����� Δ
aq

{k−1,k} ∈ Λk−1 ��� ��� ������

������ Ak−1aq ����������� �� ����� ����� Δ
aq

{k−1,k} ��� ��� ����� Λk−1 ����

������� ��� ����������� ����� ����������� ��� �������������� ������� b ∈ B

���������� �� ���� Ak−1aqb = Ak−1p ���� ��� ��� ������������������ ������

���� ����� ������ �������������� �������� �� ������������ Ck ������ ����� ����

������ Δaq

{k−1,k} ��� ���� Δ
p

{k−1,k} ������ �� ������ ��� ������� Δq

{k} ����� ���

G��������������� ϕ({k−1,k},{k})� ��� ������������ ��� Akq ��� �������� ���

������������� ���������� �������� ��� ������� ��� ��� ������������ �����

����� ��� ��� ������������ ��� ������� Δq

{k}� ����� ���������� ��� ������ ���

�������� ����� ��� ��� ������������������� ���� ������� ������� ���� ���

�������� ������� ��� ������ ��� ������������ Ck ��� ���� ���� ��������������

�������� ��� ������� ��� ��� ����� Λk−1 �������� ��� ����� ������������ ���
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Akq ���� �����

����� �������� ������� ��� ������ ��� ������������ Ck ��� ���� ���� ���������

������ �������� ��� ������� ��� ��� ����� Λk−1 �������� ���� ��� ����� ���

�������������� ����������� ��� ��������� ����� ��������� �������

��� ���������������������������� ��� �������

������������

�� ����� ���� ������� A ��� B ��� ������� ������ ������ ������� ��� �� ����

��� ����� ����������� ������� �� ��� ����� A ����� ����������� �������� ���

�������� ��� ������� B ���� ����� ��������������� ���� ������������������

����������� ������� ��� ���� ��� ��� ������������������������� ��������

��� ������� ��� ����� ����� ���� ��� ���������������������������� ��� �����

��� ����� ��� ���� �� ������� � ������������� ����������� ������ ������� ���

���������������������������� ��� ������������ ������� ������������ ���� ���

������������ ������������ ��� �������������������� ��� ����� ���� ��� �����

������������������������ ������ ��� ������ ��� ���������������� ��������

��������

1
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8

��� ����� A

1

3

24

��� ����� B

��������� ���� ��������� ������� ��� ���� ��� ��� ���� ������

�� ��������� (V1, E1) ��� ������� A ��� k = |E1| ��� ������ ��� ������

��� ������� A� �� ��������� (V2, E2) ��� ������� B ��� i = |E2| ��� ������
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��� ������ ��� ������� B� ��� ������ ������� A ��� B ������ �� �����

�������� ������� C ��������� ������� ��� ��� ������ �������������� �������

��� ��������� ����������� �������� ��� �� ��������� ��� ������������ ������ ����

�������������� C ������� ��� m = |V1|+ |V2| ������ ��� i+ k �������

8
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11

��������� ���� ����������������� C

��� ����� C ��� �������� �� ����� ��������� ��� ������������� �������

��� m ������� �� ��������� (V �, E �) ����� ��� ����������� �� �������������

������� ��� m ������� ��� �������� ��� ������� C ���� ��� ����� (V �, E �)

���� �� �� ���� ��������� ����������� ������� ������� ���� ��� ���� ���� ����

����� ��� ������� A ��� ��� ������ �������� ��� ������� B ���� ���

n =
�

m

2

�

������ ��� ������������� ������� ������ ����� �� ��� ��� ������ 1

��� n ���������� ������� ���� ��� ������ ��� E � ��� ������� 1 ��� i + k

��������� ����� ������ ��� ������ ��� ������ ���������� ����������� �� ��� ���

������� 1 ��� i+ k ���������� ������� ���� ��� ������ ��� ����������� ���

(V �, E �)� ��� �������� ��� ������� A ���� ��� ��� ������ 1 ��� k ����������

������� ��������� ���� ������� ���� ��� ������ ��� ����������� ��� (V �, E �)�

��� �������� ��� ������� B ���� ��� ��� ������� k+ 1 ��� i+ k ����������

�������

��� �������� �������� ������ ������ ��� �������� �� ������� ��� ��� ������

����� ��� ���� ����� ���������� ��� ������ Sm �������� ����� �����������

��� �������������������� ��� ��� ������������� �������� ������ �� �����

��� ��� �������� ��� ������ Sm ��� ��� ����� ��� ������� ����� ���� �����

(v1, v2) ��� ����� ������� g ∈ Sm ��� ��� ����� (vg1 , v
g
2) ���������� �����



���

����� ��������� ��� ��������������������� ϕ ��� Sm ��� ���� �����������

B ��� Sn ��� ��� �������������� ��� ������������������� �� ���� ��� ����

�������� g ∈ Sm ��� ���� ������ ω ��� ������������� ������� ωg = ωϕ(g)

�����

�� ���������

• λi ��� ��������� {{1, . . . , i}, {i+ 1, . . . , n}}�

• λk ��� ��������� {{1, . . . , k}, {k + 1, . . . , n}}�

• G ��� ������ Sn�

• Ai ��� ������������ ��� ��������� λi �� G�

• Ak ��� ������������ ��� ��������� λk �� G ���

• g ∈ Sn ��� �����������
�

1 2 ... n−k n−k+1 n−k+2 ... n
k+1 k+2 ... n 1 2 ... k

�

�

�� ��������� Ω ��� ����� ����� ����������� ��� ��������� �������������

�������� ��� ��� m ������ ��� i ������ ��������� ��������� ��������� ω ∈ Ω

��� ������������ ��������� ��� ��� ������ ��� ��� ������� 1 ��� i� ���

������ G �������� ����� ����������� ��� ������ ��������� ��� ��� ����� Ω

��� ����� �������������������� ��� ��� ����� Ai\G� ���� ����� � ���������

��� ����������� ω ��� G��������������� ��� ��� ���� h ∈ G ��� �����������

ωh ∈ Ω ��� ��� ����������� Aih ���������

���� ��� ����� {Aih |h ∈ Ak} ���� ����������� �������� ��� �� ��� ����

��� Aig ����� ��� ��������� ��� ������ B ������ �� ������� ��� ����� A �����

������������ ��� �������� ��� ��� ������� B� �� ���� ��� ���� ���� ���� ���

����� ��� ����������� ��� ��������� ����� ��� ����� ��� ���� ������������

��� �� ��� ������� ��� ��� ��� ����������� ������� ��������� �������

���� ��� �������������������� �� ������� ����� ���� Aig ��� ����������

����������� ����� ���� ���� �� ����� ���� ����������� ��� ����� {Aih |h ∈

Ak}� ��� �� ��� ���� ��� Aig ������ ��� ������ ����������� ��������������

����������� ��� ����� ����� ���� ������ ��������� ������� �� ��� ���������

��� A �������� ��� ������� B ����



���

��� �������������� ��� �����������������

����� ����������� ��� ������� ��������������

�� ��� ��������������� ����������� �� ������� ��� �� ������� ��� ��� ��� ���

��������� ������� ���� ��� ����������� �������������� ������� ��� ��� �����

����� ������ ����� �� ���� ������������ ��������� �����

��� ������ ������� ���� ������ ������� ���� ������ ������ ������� �� ������

������ ��� ���� ������ ��� ���� ������������ ����� ����������� �� ����� �������

��������� ������ ����� ������������� ����� ��������� ���� ����� ������������

��������� ��� ��� ��� �������� ��� ������ ������ �������� ��� ���� �����������

������� �������� ������ ����������� ������ �������

��� ��� �� ������� � ��� ������� ��� ������������� ����������� ���� ������

�������������� ���� ��� ������������ ������ ����������� ��������� �������

��� ������ ����� ������� ���� ����� ����� ������ ��������� ������ ��� ���

���������� ��� ��������� ������ �� ��� �������� ��� ��� ������������ �����

������� ���� ��������� ������� ��� ��������� ��� ��� ��� ������������ ������

����������� �������� ������� ����������� ��� ��� ��� �������������� ������

������� �� ������������ �� ����� ��������� ���� ���� ������ ��� �������� �������

��� ������������ ����������� ����� ������ ���� ������ ���� ������������ ����

��������� ������ ����� ��� �������� ����� ��������� ����������� ����� ���

�������������� �������������� ��� ������������ �� ����������

�� ��� G ���� ������ ��� (A1, . . . , An) ���� ������ ������������������ ���

G ���� An� ��� �� ���� ����������� �������� ������� Ai, Ai+1 ��� ������ ����

��� ������������ �������� ������ ������ ������� ������� ����� ��� ���� i < n

��� ���� ������������� Ai ��� Ai+1 ���� �������� Ai ≤ Ai+1 ���� Ai+1 ≤ Ai

������� ��� ������������� ��� ������������ ���� ��� �������� ��� ������ �������

�� ��������� ��� U ��� ��� ������� ��� V ���������� ������� ��� ������

G �������� ������ ��� ��� ����� U\G ��� ���� ��� ��� ����� V \G �����

��������������������� �� ������� ��� ����� ������� �������� ���� ��� ���������

ϕ : U\G −→ V \G� ��� ϕ(Ug) = V g ��� ���� g ∈ G� ��� G���������������

����

�� U ���� ����������� ��� V ���� ������ ����� ���������� ��� �����



���

������� ����������� ���� ������������ ��� U �� V ��������� ������� �����

����� ��� ������������ ��� ��� ����������� ��� ����������� V ����� ��� ���

������� ϕ� �� G ��� ��� ����� V \G ��������� ��������� ��� ��� ���� g ∈ G ���

����� {Uvg | v ∈ V, } ��� ����������� ��� V g ∈ V \G ����� ��� ���������

ϕ�

���������� �� ��������� ���� ������� ����������� Uh �� ������ ��� V g� ���

����� �� ��� ����� {Uvg | v ∈ V,ϕ(Uv) = V } ��������� ���� ���� ������� ��

ϕ ��� G��������������� ���� Uhg−1 �� ������ ��� V ������� ���� �� ����

ϕ(Uhg−1) = ϕ(Uh)g
−1

= V gg
−1

= V � ������ ����� ���� ������� ���� hg−1 ∈ V

��� ��� ��� ����������� Uhg−1g �� ��� ����� {Uvg | v ∈ V } ��������� ����

����� ��������� ���� ��� ���� ����������� Uvg ��� ϕ(Uv) = V ���� �������

���� ϕ(Uvg) = V g ����

������� ��� ������������ ��� U �� V ������ ��������� ������� ������

����� ��� ������������ ��� ���� V g ∈ V \G ������ �������� ������� ���� ���

���������� Ug1 ��� Ug2 ���� ����� ���� ���������� ���� ��� ������� g1g
−1
2 ��

U ��������� ���� ������ ���� ������������ Ug1 ��� Ug2 �� ������ ������ �����

����������� V g� �� ���� ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ��� ������������ ���

������������ ����������� �������� ������� ��������� ������� �� g1g
−1
2 �� U

��������� ���� ���� ��� ������������ ϕ(Ug1) ��� ϕ(V g2) �������� ������������

�� ���� �������� ���� ������� ��������� �� ���� ��������������

�� ��� i ≤ n ��� �� ����� Aig1 ��� Aig2 ���� ������������� ��� ��� �������

������ ������ ����� �� ����� ��������� ����� ���� ��� ����� ���� ��� ����� ����

g1g
−1
2 ∈ Ai ���� �� ��� ������������ �� ������������� ���� �� ��������� ���

���� j ≤ i ��� ������ Aj ∩ Ai ��� Ej ���������� ������� ��� ������� g1g
−1
2

���� ��� g �����������

��� Ai ≤ Ai−1� �� ���� ������ ������������ ������� �� g ∈ Ai−1 ���� ��� g �∈ Ai−1�

�� ���� ���� g �∈ Ai ������� ��� g ∈ Ai−1� �� ���� ��� ����� ��� ��������� ���

��� ��� ������������ ��� ������������ ����������� ��������� ������� �����

�������� ������� �� g ∈ Ai ����

��� Ai ≥ Ai−1 �� ���� �������� ����������� ���������� ������� �� ����



���

���������� �� g ∈ Ai ���� ���������� �� ���� g ∈ Ai ��� �� ��������� ���

a ∈ Ai� �� ���� ag ∈ Aj ���� ���� ��������� ���� ��� e ∈ Ej� �� ���� eag ∈ Aj+1

����� ���� ��� g ∈ Ai� a ∈ Ai ��� ag ∈ Aj ������ ���� ag ∈ Ej ���� ���� �����

����� ���� ���� ��� e ∈ Ej� �� ���� eag ∈ Ej+1 ��� ����� ���� eag ∈ Aj+1 ����

���������� �� ���� g �∈ Ai� ���� ��������� ��� j < i−1 ��� ��� a ∈ Ai� �� ����

ag ∈ Aj ��� ��� ��� ���� e ∈ Ej ����� ���� eag �∈ Aj+1 ���� ���� ���������� ��

���������� �������� e, a ∈ Ai� �� ���� eag ∈ Ai−1 ���� ���� ���� ���� g ∈ Ai

�����

����� ����������� ���������� ��� ������������ �� ����������� �� ���� ���

���������� ��������� ����� ����� ���������� ��� ������������ �����������

������ ��� ���� j < n ��� Ej ≥ Ej+1 ��� ������������ ��� Ej+1 �� Ej �������

��� ������� ����� ������������ ������ �� ��������� ����������� ���������

����� ���������� ��� ���� ������������ ����������� ������������� ��������

������ ���� ���� ��� �������������� �������������������� ��� ��������� �����

������� ������������ ������� ��� ����������� ���� ����� ���� ��� ���� true

������� ���� g �� ��� ������ Ai ��������� ����



���

���������� ���������� ����

������ ����� i

(A1, . . . , An) ���������� ������

g ∈ G ������� �� g ∈ Ai

������� ����

� ������������ a ← 1G

� foreach � j ∈ {1, . . . , i− 1} � ���� ������� �� ���������� �����

� if � Aj ≤ Aj+1 �

� continue

� foreach � Ej+1e ∈ {Ej+1h |h ∈ Ej} �

� if � eag �∈ Aj+1 �

� continue

� endif

� a ← ea

�� endforeach

�� if � ag �∈ Aj+1 �

�� return �����

�� endif

�� endforeach

�� return ����

��� ������������ ����������� ���� ����� ��� ����� ����������������� ���

��� ����� ���������� ��� �������� ������ ������������ ������� �� ������

��������� ���� ��� ����������� ��� ������ ��� ��� �������������� �����

��� ���������� ���� ��� ��� ���������� ����������� ������� ��� ��������

��� ��� ��� ������������ ����������� ������������ ������ ����� ������ ����

������ ������ ��� ��������� ������������������ ���������� ����� �������

��� ������������ ����������� ��� ���� �������� ������ ��� ��� �������� ���

��� ��� ���������� ������� ���������� ������� ������ ������ �������� �����

����������������� �� ������ ��������� ������ ���������� ������� ���� ����

��� ����������� ������ ���������� ������ �������

��� ��������� ������������������ (A1, . . . , An) ���� ��� ����������� ��� ��

���� ����������� �������� ������� ��� ������ ������ ���������� ������� ����

������ ���� ��� ������������ ����������� ��� ����� 1 < i ≤ n ��� Ai−1 ≤ Ai



���

��� ����� j < i ������������ ������� ���� Aj ≤ Aj+1 ���� �� ������ ���

������������ ��� ������ Ej = Ai ∩ Aj �� ��� ������ Ej+1 = Ai ∩ Aj+1 ���

������� ������� ���� Aj ≥ Aj+1 ���� �� ������ ��� ������������ ��� ������

Ej+1 = Ai ∩Aj+1 �� ��� ������ Ej = Ai ∩Aj ��������� ������� ����� ����

��� ������������ ����������� ��� ���� ������������������ (A1, . . . , An) ���

����� n2 + n ��� ���������� �������

��� ����� ��������� ������� ���������� ���������� ��������� �� ��� ���

������ ����� ������������ ����� ����� ��� G��������������� �� ���������

���� �� �� ����������� �� ���� ������������ ��������� ����� ��� ����� ������

��� ���������� ����� ���� ��� ������ ��������� ����� ���� �� ������ ������

��� ���� ��� ��� ���������� ���� ��� ���� ���� ��������� ������� ��� ���

����� ������������������� �������� ���� ������ ���������� ���� ����� �����

������ ��� ��� ���������� ����������� ��� ������ ��� �����������������

����� ����������

��� ������������� ���������� ��� ��� �������� �� ��������� ������������

A,C ����� ������ G ��� ����� ��������� ����������������� Ag ��� ��������

����� D ������ ����������� �� ��� ������ C �� ���������� ������� ������

���� ���� ����� ��� ��������� ��� ��� ������ C �������� ��� ��� ����������

��� ��� Ag �� C ���������

��������� ���� ������ ������������������ (A1, . . . , An) ��� G ���� A ��� ����

��� �������������� ����� ����������� ��������� ������� ��� ������ ����� ���

������������ �������� �� ���� ��� �� ��������� ����� ������������ ����������

���������������� ��� ���������� ��� ������������� ���������� ������� ����

�������� ��� ��������� ��������������� ���� ���� ���� ��� ������������ (C :

D) ��� ��������� ������������� D �� ��� ������ C ����� ���� ���� ���� �� ���

���������� ��� �� ������ ��������� ���������� ��������� ���������

���� ���������������������� ������ �������� ��������� ����� ���� �� ����

�� B ���� ����������� ��� G ��� U, V ���� ����������� �������� �������

��� ������������������ ��� ����������������������� ���� ��� ��� ���������

ϕ : U\G −→ V \G ��� B���������������� ��� ϕ(Ug) = V g ��� ���� g ∈ G�

���������� C ��� ������������ ����� ����������� V h ∈ V \G ����� ��� ��������



���

�� ��� ������ B� ���� ����� ��� �� ������� ��� ������� ������ ��� ������������

D ��� ����������� Uh ������ U ∩ B ����� ���� ��� ������������������ ��

��� ��� ������������ D ��� ����������� Uh ���� ���� ����������� ��� C� �����

���� D = U ∩ C�

������������� ����� ��� �������� ��� ����������� ��� ���������� ��� ����

���������� ��� ��� ����� ��� ������������ (C : D) ��� ��� ������������

(C : D) ���� ���� ������� �� ���� ����� ��� ��� ������������ (V : U)� ����

��� ��� ����� UC = {uc | u ∈ U, c ∈ C} ���� |UC| = |U | |C|
|U∩C|

� ��� ��� ���� ���

�������� ����� ����

(V : D) = (V : C)(C : D) = (V : U)(U : D)

������ �����

(V : C)

(U : D)
=

(V : U)

(C : C ∩ U)
=

|V | |C ∩ U |

|U | |C|
=

|V |

|UC|
≥ 1

����� ������ ��� ��� ���������� ��� ������������������� ��� ��� ��� ������������

����������� ��������� ������ ����� ������ �������� ������� ���� ��� ��������

������� �������� ����������� ��������� ������� ��� ������ ����� ����� �����

��� ����������������� ���� �������� ���� ���� ��������� ������� ���

����������������� �� �� ���������� ���� ������ ���� ��� �������� ��� �������

��� ������������� ����������

����� ��� ����������

�� ��� G ���� ������� S ��� ����������������� ��� G ��� U ���� ���

��������� ��� G� �� ��� T ⊆ G ��� ��������� �������������������� �����

������������������ ��� U �� G� ��� ���������

∀g ∈ G ∃! t ∈ T : Ug = Ut

��������� ��� ���� ��������� φ : G −→ T �������� ��� ��� ������������ ����

��� ���� g ∈ G ��� t = φ(g) ����� ���� Ug = Ut ����

���� ��� ��� ����� {tsr | t ∈ T , s ∈ S, r = φ(ts)−1} ��� �����������������

��� ������ U �



���

������� ��� ��������� �� ��� ������ �� ����

�� ��� u ��� ���������� ������� ��� ��� ����������� U � �� ��� x0 = φ(1G)

��� v = x−1
0 ux0 ∈ U � �� S ��� ����������������� ���� ���� ���� v ��� ���

����������� ������� ������ �������� v = s1 . . . sn ��� s1, . . . , sn ∈ S ����������

��� ���� i ≤ n ��� bi = s1 . . . si ��� xi = φ(bi)� �� v �� U ������ ���� ����

xn = φ(v) = φ(1G)� ���� ��� ��� ���� i < n ��� ������� xi+1 = φ(bi+1) =

φ(bisi+1) = φ(xisi+1)� �� �����

u = x0vx
−1
0 = x0s1 . . . snx

−1
n

u = x0s1(x
−1
1 x1)s2(x

−1
2 x2) . . . sn−1(x

−1
n−1xn−1)snx

−1
n

u = (x0s1x
−1
1 )(x1s2x

−1
2 ) . . . (xn−1snx

−1
n )

��� ���� i ≤ n ���� ����� ���� xi−1six
−1
i = xi−1siφ(xi−1si)

−1 ����

�������� ��� ������ G ��� ����� ����� Ω� �� ���� ��� ��� ��������� ����

�������������� ��� ���� ����� ��������� δ ����� ��� ��������� ����� ������

C ��������� ������� ��� ����������������� ���� ���� ����� S ��� ������

���� ��� ������ C ��� ��� ������� δ ���������� ��� ��� ���� ��� δ ��������

�� ��������� ��� ����������������� ������ ��� ����� Δ� ��� ���� ��� ����

������ δ�

���� ����������� ����������������� ���� ���������� ��� ��������� φ ���

�������� ��� ��������� φ ���� �� ������������ ���� ���� ������������ ���

����������� ��� ���� ω ∈ Δ ����� ���� δφ(ω) = ω ���� ��� ����� E �������

�� ���� ��� ����� ��� ���������� �� ���� ��� ��� ��������� ������������

Cδ = �E� �����

�� ��� ����������������� ��� ���������� ��� ������������� ��������� ��

������� ���� ��� ����������� ��������� ��� ������ ����� ������������ ���� ��

���� ������������ Ag1 ��� Ag2 ��������� ����� �� ��������� ����� ������

������� ����������� ������������ ��� ���� �������� �����



���

�����������������

������ ��� S �� C = �S�

���������� δ

���������� � ��� Δ �� Δ = {δ}

φ : Δ −→ C �� φ(δ) = 1C

��� E �� �E� ≤ Cδ

� foreach � δ ∈ Δ �

� foreach � g ∈ S �

� ω ← δg

� if � ω �∈ Δ �

� Δ ← Δ ∪ ω

� φ(ω) ← φ(δ)g

� else

� E ← E ∪ {φ(δ)gφ(ω)−1}

� endif

�� endforeach

�� endforeach

�� exit

��� ������ ��� �������� �� ��� ����� E ���� �������� ���� ���� �������

��� ������������ ���� ��� �������� ���� ����� ���� ����� �������� ������ ���

������� ��� ����� �������� ��������� ��� ����������������� ��������� ����

��� ������� ���� ��� �������� ��� ����������������� ������ ������ ��� ���

������ ��� ��������� ����� ������ ��� ����������������� ��� ������� �����

������� ���������� ������� ��� �� ��� ���� ����� ��� ������ ��� �������� ��

�����������

��� ����� ���� ��������� ��� ����� ��� ������ ��� �������� ���������

������ ����� ������ ����� ������� ������������������ ���� �� �����������

��� ����� ������ ��� ����������� ��� ������� �������������� ������� �����

������������� ����� ��� ��� ������ �� ���� ��������������� si1si2 . . . sin ���

sj1sj2 . . . sjm ��� si1 , si2 , . . . , sin , sj1 , sj2 , . . . , sjm ∈ S ��� ����� ��������������

����������� �� ����������� ����� ������������ ��� ����� ��� ������������



���

���������������������������� ���� ������ �� ������� ������ ���� �������� ���

����������� �������� ������ �����

�� ��������� ���� ���� ��� ����� ����������� ����������� ������� ��� ���

��� ��������� ��������� ����������� ���������� �� ��� Δ ���� ������ ��������

����� ��� C ���� ������������������ ��� ��� ����� Δ� ����� ������� ����

����� ���� ���������� ������� ���� ��� ��������� ������������ ��� ������

������ Ag ��� ������� δ ∈ Δ ���������� �� ���� Cδ ��������� ��� ��� ���������

������������ ����

��� ������������� ����������� ���� ���� ��� ���������� ����� ������� ������

��� ���������� ��� ������ C ���������� ������� ����� ������������� ��� �����

������� ����� ������������������� �� ��� ����������� ��������� ��� �������

����� ���� ������������ ������������ �� ����� ������������ �� ����� �������

�������� ��������� �������������� ������������ ��� ������������ ��� ���

���� ������ ��� ���� ������� ��� ������ ���� ������������ ��� ���������� ����

��� ��������������� ����� ��� ������� δ ∈ Δ ����� ����� ������������ �� ���

����� �������� ��� ����� ��� �������� ���������� ���������� ����� ���� ���

������������ ��� δ ������������ ������� ��������� �������

����� ���������

� ���� ������ ����� ���������� ������������ ����� ���� ��� ���� �������

��������������

�� ��� ���� ������ G ������� ��� �� ��� (A1, . . . , An) ���� ������ ����������

��������� ��� G ���� An� �� ����� ������ Ai ��� ������ ���� ��� ����� ���

������������ ��� Ai �� G ��� Ωi = Ai\G ���������� ������� ��� ���� i ≤ n ���

��� ��� ����� Ωi ���� ������� �������� ������ ��� �� ������� ��� ����������

��������� �� ��� ��������� ��� ������������ �������� �� ��� B ���� ������

�� ����������� ��� G� ��� ����� �������������������� ��� ����� ��� ������

Ω1, . . . ,Ωn ���������

���� ������ ��� ������� ��������� ���� �� ����� ����������� Akq ������ ���

���������� ���������������� ����� ��� ��������� ��� ������ B ��������

������ ��� ���� ��� ������������ ������ ����������� ������������������ ���



���

������� �������

� ������� ���� �������������� ��� ����������������� k ��� Akq

�������� ���� ��� ������� ��������� ���� ����������� ��� ������������� ���

����������� Aig ��������� ������� ��� �� ����������� ��� ������������ ��

��������������

����� ��� ���� �� ������� � ������������� ����������� ���� ������ �� ���

��������� ������� ���� ������ �� ����� �������� ����������� Akq ����� ���

���������� �� ����� ����������� ��������� ���� ������� ���� ��� ������������

��� ����������� ������������������ ��� ������ ������������ ���������� ���

��� �������� ����������� Akq ���������� �� ���� ��� ���������� ����������

��� ������� ��� ����� ��� ����� ��� ���� ����������� ��� ������� � ���������

������� ���� ���� ���� ���������� �� ��� ����������� ��������� ������

������ ���� ��� ����������� Akq ��� ������� b ∈ B �������� ������ ��� ���

Akqb ≺ Akq ����� ������ ��� ����� ��� ���� �� ������� � ������������� ���

��������� ���� �������� ������������ ����������� ��� �� ���� ��� ��������

�Akq ����� ���������� ��������������

������ ��� ��������� ������ ����������� ��� ������� ��� ���� �����������

������� ������ ����������� ��������� ����� �� ����� ��� ���� �����������

��� ������� � ��� ���������� ��� ����������� �������������� ��� ������ ����

��������� ������������ ��� ����� �������� �� ��������� ������ �����������

���� ���� ���������� �� ��� ������������ ���� ��� ����������� ����������� Akq

����� ��������� ���� ��� ���������� ������� b ∈ B ������������� ����� ��� ���

Akqb ≺ Akq ���� ��������� ���� ��� �� ������ ��������� �������� �����������

��� ������������� ��� ����������� Akq ������������� �������

���� ���� ����� ��������� ��� �������������� ��� �������������������

��� ���� ����������� ��� ����� ������������ ��������� ����� ��� ��� ������������

��� ����������� Akqb ������ ��� b������������� ������������ ��� ����������

�� Akq� ���� ��� �� ������������ ��������� ������ ����������� ���������

���� ���� �������� ����������� Akqb �������� ������ �� ���� ��� ��� �������

��� ����������� Ck ��� ������������� ��� ����������� Akq ��� �����������

b−1Ckb ��������� ������� ��� ���� ����������� ��� ������������� ��� ������



���

������ Akqb ���� ������������ ���� ��� ��������� ������ ����������� ������

���������� ������� ��� ������� ����� ������� ��� ����������� Akqb ��� ���

������������� b−1Ckb� ��� �������� ������ ������� ��� ���� �������� ���� ����

�������� ����������� Akqb
� �������� ��� ����� ��������� ������������ ������

������ ��� ������������� ��� ����������� Akqb ���� ��� ����������� Akqb ���

������� ���������� ���� ���� �������� ����������� �������� ������ �� ���� ���

������������ �������������� ������� ����������� ��� ��� ���������� ���������

���� �������� ������ �� ������ ���� ���� ��� ��������� ������ �����������

��� ������ ������������ ������ ����������� Akqb ��������������

�� ���� ������������ ��� ��� ����� ��� ������������ Ωk ������� ��� ���

��� ����� ��� ������� ��� ��������� ������ ����������� �������� ��� �����

������ ������������ �������� ���� ���� ���� ��������� ��� ��� ������ ��������

����������� ��� ���� Akq
B ������������� ����� ����� ����� ��������������

�� ����� ������������ ��� �� ����� ����������� Aig ��� ����������� �������

������������ ��� ������ ������������ ���������� ��� ������� ��� �����������

���� ��������� ������ ����������� ������ ����� ���������� ���������

����� �����������

�� ������ ������� ������ ������������ �������� ������������ ��� ���� ������

������ U ����� ������ B �� ����� �������� b ��������� ������ ����� �������

������ ���� ��� �������� ����������� V ��� B ��������� ������� ��� ������ U

��� ���� ��� �������� b ��������

��� ������ ������ �������� ����� ����� ����� ��� ������ ������������� ���

��������� ��� ������ ��������� ������ ����� �� ����������� ����� ��� �������

��� ����������������� ��� ������ U ������� ��� �� ���� ��������� ��� ���

��������������� ��� ������ V �������� ������� ����� ���� ����� ��������

������������ ���������� ������� �� ������� ��� ������� b ��� ����� ���

�������� ��� U ������������� ���� ����� ����� ��� ������� ��� ������������

������ ��� ��������� ������ V �

��� �������� ������ ������� ���� ���� ��� ����������������� ��� ����� �����

���� ���� ������ ����� ��� ��� �� ������� � ������������� ����������� ����

�� �������������� ���� ��� ����� �� ������ �� ��� ������ ����������� ���������



���

������� ������� ���� ����� ����� ���� ���� ��� ��� ����������������������

��� �� ������������ ��� ��� ������������� ����������� ����������� �����

����������� ������� ���� ��� ������������ (V : U) ������� ���� �� ���� ����

���� ���������� ������� ������������ ��� �� �������� ��� ������ ��� ������

��� �� ����������� �������� ��� ��� ������������� ��� ������������ �������

��������� ���� ����� ����� �������� ���������� ����� ������������ �� ������

������ ������ ��� ������ �������� ������

��� ��� ������ B ���� ������������������ ��� ������ U ��� V �� ���� ���

�������� ���������� ���� ������ ��� ����������� ������� �� ���� ��� �����

������� ��� ���������� ����������� ��� ������ ��� ��� ���������� �����

������� ������������������ ��������� ������� ���� ���������� �� ����������

���� ��� ������ ��� �������� ����� ��������� �� �������

� �������� �� ���� ��������� �����

����� ������������

�� ������������� ������������ ���� �� ����� ����������� Ag ��� �������

��� ������ B ��� �������� ������������ ��� ���� AgB �������� ������� ���

��� ���� AgB ���� ����� �� ��� ����� ������� ������ �� ����� ��� �� ����

��� ������������������������� ��� ��� �� ��������� ����� ������������ ������

����� ������� ��� ��� ���� AgB �������� ����� �� ���� ��� �� ��������� �����

��� ����������������� ��� ������ ���������� ������� ��� �����������������

����������� ���� ���� ������������� ��� �� ��� ���� AgB �������

����� ������ ������������ ���� ���� ����� ���������� ����� �������������

���������� ��� ���������� ������������ ������� ��� ��� ��� ����� ��� ������

������� AB
g ���� ������������ �������� �� ���� ��� �������� ��� �������� ���

��������� ������ ���� ��� ��� ���������� ������������� �������

����� ����������������

�� ��� G ���� ������ ��� (A1, . . . , An) ���� ������ ������������������ ��� G

���� An� ��� �������������� �������� �� ���� ����������� ��������� �������

��� ������������������ ����� ����� ��� ������������ ���� �������� �� ��� ���



���

k ≤ n ��� ���� ����������� Akq ��� q ∈ G �������� �� ��� �� ��������� �����

������������� ������������������ ��� ���������������������� ��� ������� � ����

��� �������� ���� (A1p, . . . , Akp) ∈ Pk ��������� ������� ������ ������ ����

������� Akp ������ ��� ��������� ����������� Akq ���� ��� ����� ��������

������� ������� ��� ��� �� ������� ��� ������������ ������� ��� ��� �����

Pk� ��� ����� ��� ����� k − 1�

����� ���� ��� ��� ����� Pk� ������ ������ ���������� ������ Akq ���� �����

�� ����� Δ
q

{k}� �� A1 = G ��� ��� ��� ����� ���������� ����� ����� ��� ���

����� Pk ����� ������ G ���� ��� ��� ����� Δ
q

{1,k} ��������� ��� ��� �����

Δ
q

{k}� ������ ����� ���� �� �������� ������ ������� ������� �� ���� ������� ����

������ ����� ������ ����������� ��������� ����� �� ��� ������� ������ �����

�������

���� ����� �� ��� ��� ����������� ��� ������� Δ
q

{1,k} ����� ��� ���������

ϕ({1,2,k},{1,k}) ������ {Δaq

{1,2,k} | a ∈ Ak}� ��� ������� ��� ��� ����� ��� ������

����� �� ��������� ���� ��� �������� ����� ��� ����� {Δaq

{1,2,k} | a ∈ Ak} ���

��� ��������� ���� ��� ��� ��������� ���� �������� ���� ����� �� ������ ���

������ �� ������ ��� Δ
q

{1,k} ����� ��� G��������������� ϕ({1,2,k},{1,k}) ����

��������� ������ �������� ����� ��� ��� �������� �������� ���� (A1p, . . . , Akp)

��� ������� Δ
q

{1,k} �� ��������� ����� ��� ������� ����������

��� �������� ����� ��� ��� ����� {Δaq

{1,2,k} | a ∈ Ak} ��� ���� ����� �

��������� ������ ������ ����� ��� �������� ������ ���������� ��������� ���

����� {A2aq | a ∈ Ak} ������� ���� ������������� ��� ��� ������� ���������

��� �� ����� ���� ����� ������� ��� ��� ����� {Δaq

{2,k} | a ∈ Ak} ����������

���� ��� ������������ (A1 : A2) ����� ���� ���� ��� ����� {Δaq

{2,k} | a ∈ Ak}

������� ����������� ������� �� ��� ��������� ����� ����������� ����� �� ���

���� �� ��� ���� (A1p, . . . , Akp) �� ������ ����� ��������� ���� ����� ���� ���

����� ����� ���� ��� ������ ���������� ��� ������ (A1p, . . . , Akp) ��������

�������

�� ��������� ���� ��� ���������� ��������� ������������ ��� ��� ��� ���

����� ����������� ��� ������ (A1p, . . . , Akp) �� ������������� �����������

�������� ������ ������� ��� ��� ���������� ��� ������� �������� ������



���

����� ������ ���� ����� �������������� �� ������� �� ��� ������ ��������

����������� ��� ������ ���� ����������� ��� ���������� ��� ���� ������ ���

��� ���������� ��� i + 1���� ���������� ���� �������������� ���� �� ����

���������� ����������������� ��� ������� g ∈ G �������� ������ �� ����

(A1p, . . . , Akp) ∈ Δ
g

{i,k} ����� ���������� Δ
aq

{1,2,k} ��� ������ ��� �� ������

������� ��� ��������� ����� �� ������ �������� ������ �� ����� ��� ��� ����

������ ����������������� g = aq�

�� ��� Ai ≥ Ai+1 ��� ��� i��� ���������� ��� ������ (A1p, . . . , Akp) ��� ���

����� �������� �� ��������� g ∈ G ��� �������� ��� ��� (A1p, . . . , Akp) ∈ Δ
g

{i,k}

����� ����� ���������� ��� ����� �� ���� ��� ����������� ��� ������� Δg

{i,k}

����� ��� G��������������� ϕ({i,i+1,k},{i,k}) ��������� ������� ���� ��� ���

����� {Δag

{i,i+1,k} | a ∈ Ai ∩ Ak}� ��� ������ Ei = Ai ∩ Ak ������� �����

��� ���� ������������������ ��� ��� �������� ��� �������� ��� ������������

����������� ������� ��� ���������� ��� ������ Ei ����� ������� �� �������

��������� ����� ������������

��� ������� ��� ��� ����� ��� ������ ����� �� ��������� ���� ��� ��������

�������� ���� �� ��������� ����� ��� ����������� {Δag

{i,i+1,k} | a ∈ Ei} �������

��� ���� ��� �������� ����� ��� ����� {Δag

{i,i+1,k} | a ∈ Ei} ��� ���� ����� �

��������� ������ ������ ����� ��� �������� i + 1��� ���������� ��������� ���

��� ������������ (Ai : Ai+1) ������ �� ��� ���� ��� ����� {Ai+1ag | a ∈ Ei}

����� ��� ��� ������������ ��� ������ ����� ������ ������ ����������� ����

���� ����� ���� ��� �������� ����������� Ai+1ag ��� ������ ����� ���������

������� ��� i+ 1��� ���������� ��� ������ (A1p, . . . , Akp) ���� ���� ������

Ai+1ag ���� ��� ��� �������� ���� ����� �� ����� Δ
ag

{i+1,k}�

�� ��������� ����������������� ���� �������������� ���� ��� ������� h ∈ G ���

������ ������ ��� ��� (A1p, . . . , Akp) ∈ Δ
h
{i+1,k} ����� ���������� Δ

aq

{i+1,k} ���

������ ��� ��� ���� (A1p, . . . , Akp) �������� �� ����� ��� ��� ��������� ��������

���������� h = aq�

��� Ai ≤ Ai+1 ��� ��� ��� i��� ���������� ��� ������ (A1p, . . . , Akp) �������

�������� �� ���� ��� ������ �������� �������������� ������ �������� �������

�� ��������� g ∈ G ������ ��� �������� ��� ��� (A1p, . . . , Akp) ∈ Δ
g

{i,k} �����



���

�������� ��� ��������� ��� �������������������� Υi �� ������� ��� ���� ���

i+1��� ���������� ��� ������ ������ Ai+1g ����� ���� ��� ���� ��� i���� ����

������� Aig ����� ��� �������������������� Υi ��� ��� ������������� �����

{Ai+1g}� �� ��� ��������� ����� ������ ������������ ���� ��� i+ 1��� ������

����� �� ������ �������������� ����� ��������� ���� ����� ���� ��� i + 1���

���������� ������ ���������� ������� ��� ��� ������ ��������� �����������

������� ���� ������ ��� ������� h ∈ G ��������� ��� ��� (A1p, . . . , Akp) ∈

Δ
h
{i+1,k} ����� ��� ��� ������� g ��� ����� ������������� ������� ��������

��� ����� ����� ���� ��� �������� ���� ��������� ��� k−2 ��������� ������

��� ������� ���� ��� ����� �������������� �������������� ��� �������������

������ �� ���� ����� ��� ��������� �������� ��� �������� ������� ������������

�������



������� �

������� ��� ������������������

�� ������ ������� ������ ��� ������������� ��� ���� �� ������ ������ ��� ����

���������� ���������������������� ������ ��� ��������� ���������������� ���

���������

�� ������� ��� ���� ����� ��� ���� ����������� ��� ��� ��������� ����������

������������� ���������� ��������� ������ ��� ����������� �� ����� ��� ����

��������� ����� ������ �� ������������� ��� ��� ������ ��� ����������� ���

���������� ��� ������ ��� ���������������������� �����������

�� ������� ��� ���� ��� ����������������� ����������� ��� ��� ��������������

���������������������� ��� ������� ����������� ����� ����������� ������ ���

�������� ����������� ��� ������������ ����� ���������� ������� ��� ��� �� 9

������ ����������� ����� ������ ��� ����������� �� ����� ��� ���� ��������

��� ����� ������ �� ������������� ����������� �����������

��� ���������������� ��� �����������

����� ���������������������� ��� �������

��� ������������� ���������������������� ��� ������� ����� �� ������� � ����

��������� ������ ����������� �������� ���� ������������ ������� ���� ���� ���

������ ����������� ���� ������������ ������������������ ������ ������ ����

����

��� ��� ���������������������� ��� ������� ���� �� ��������� ������� G�

A ��� B� ��� A ≤ G ��� B ≤ G� ��� ����� ����� ������������������

���



���

A\G/B = {AgB | g ∈ G} �������� ������� ������� ������ ���� �� �����

����������������� AgB ���� ����������������� Agb ��� b ∈ B ��������� ���

��� ������������� ����������������� �������������� ��� ������������ �����

����������������� AgB ���� ������ ����� ������� �������� ������� �������

��� �������� ��� ����� ������� �������������� ��� ������������������ ���

��� ����� A\G/B�

����� �����������������

��� ����������������� ����������� ����� �� ������� ��� ������������ �� �����

G� A ��� B ���� �������� ��� A ≤ G ��� B ≤ G ��� g ��� ������� ���

��� ������ G� ������ ����������� ���������� ��� �� ����� �����������������

AgB ��� ������� b ∈ B ��� ���� ����������������� Agb �� ���������� ���

����� ����������������� ��������������

�� ������ ����������� ��������� �� ������� ������ ������� �������������

��� ������� ����� �� ���� ���� ������������������ (A1, . . . , An) ��� G ���� A

��������� ��� ���� ��� �� ������� ��� ������������� ��������� ���� ������ ���

���������������� ���� ��������� ���� ��� ���� i ≤ n ���� ������������ ��� ���

����� Ai\G ��� ������������������ ��� ������ Ai ��������� ��� ��� �� ���

������� ����� ��������� ��������� �������

�� ������ ������ ��� ��� ����������������� ����������� ��� ���������� �������

�� ����������������� ������������ ��� ��� ������ ��� ��������� ���������

���������� ������������������� ��������� ������ ����� ������ �����������

������ ���� �� ����������� ��� ��� �� ��������� ������������� ���������

������ ����������� ���� ��� ������ ��� ������ ������������������ �������

��������������

����� ��������� ������ �����������

��� ��������� ������ ����������� ����� �� ��������� ����� ��� ����� ���

���������� ����� ��� ��� ����������������� ����������� ���������� �� ������

������������ �� ����� ����������������� AgB ��� ������� b ∈ B ��� ����

����������������� Agb �� ���������� ��� ����� ����������������� ���������

������

��� ��������� ������ �������� ��������� ��������������� ��� ��� �����������



���

������ ������ ���� �� ��������� �� ������ ������ ���� ��� ������ ��� ������

������������������ �������������������� ������ ����������� ���������� ���

����� ������������������ �� ������� �������� �� ��������� ��� ���� ���������

���� �������� ������ ������ ������� �� ��� ������ ��� ���� ��������������� ����

��� ����������� ����� ���������� ��������� ��� ��� ��� ������ ��� ���������

�������������������� ����� �������� �� ����� �������� �������������������

��� ���� ��������� ������ �� ��� ������������������� ����������� ����� ���

����� ��� ����������� ����� ����������� �� ������

����� ����������� ������ �����������

��� ����������� ������ ����������� ����� �� ������� ��� ������������ ������

����������� ���������� ��� ����� ��� ��� ��������� ������ ��� ��� �����������

������ �� ����� ��������� ��������� ����������������� ���� ����������������

����������������� �� ����������

��� ��������������� ��� ������ ����������� ���� ��������� �� ����� ��� ������

���� ������ ��� ��� ����������� ����� ������������ �� ��������� �� ������

����������� �������� ��� ����������� ������ ����������� ������ ��������

���� ���������������� ����� ��� ���� ����������� ������������������ ������

���� ������ ��� ����������� ������ ��� ������ ����������� ��� �����������

���� ����������� ��� ������� �� ������������

��� ��������� ��� �������������

�� ������ ������� ������ ��� ���� ����� ����������� ������ ������ ���������

��� ����������� ������ ����� ��������� ���� �������� ��� ��������������� ��� ����

����������� �� ����� ��� ���� ��������� ����� ������ �� ��������������� ���

��� ������ ��� ������������� ������������ ����� ������ ��������� ����� ������

������������ ����� ����� ��� ����������� ������������ ����� ������������������

�� ������������ ��� ������������������ ��� ����� �������� ���� �� ������� ���

����� ������ ���������

��� ��������� ������ �������� ��������� ����� ����������������� ������ ��

�������� �������� �������� ��� ������������ ������ ��� ����� ���������������

����������� ������ ������ ������� ���� ��� ��������� ������ ���� ������

��� ������ ������ ��������� �������� ����������� �� ���� ��������� ���� ����



���

����� ���� ���� ������� �������������������� ��� ������ ����������� ������
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�������� ������� ����� ����� ������ ����������� ��� ������������� ���������

��� ����������� �� ������������ �� ��� ������ �������� ������� ���� ������

���� ������ ��� ������� ������������������ ��� ��� ������������������� ���
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�� ��� ���� ����������� ����������� �� ������� ���� ����� ��� ���� ���

������� ��������� ��� ������� ��� ��������� ��� �� ������������� ���� ���

����� ����� ��� ������� ��� ���� ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ����

����������������� ���������� ������� ������ ������� ����� ������� �� ��� ����

����� ��� ����� �� ������������ ���� ����� ���� ������������ ��� ��� �������

G� A ��� B ��� ����������������������� A\G/B� ��� ��������� ��� ������

����� ���������� �������� �������

����� ��� ����� ����� ��� ��������� ��� ����� ������ ��� ���� �����������

Ag ����������� �� ���� ��� ����� ��� ���� ����������� ��������� ������� ��

Ag ��� ���������� ����������� �� ����� ���� AgB = {Agb|b ∈ B} ���� ���

����� ��� ���� ��������� ���� ��� ����� �������������������� �������� �������



���

��� �� ��������� ����� ��������� �����

�� ����� �������� ������� ���� ���� ��� ������ ��� ����������� �����������

����� ��� ��������� ��� G�������������� ��� ����� ������ ���������� ���

�������������������� ��� ��� ����� ��� ������� ���� �� ������� �������

���� ��� ������ ����� ����������� ����������� ���� ��� ���������� ���������

���� ��� ���� ��� ����������� ������� ���� ��� ����� ����� ���� ��� �����

��� ���� ����������� ��� ����������� ��� ������� �� ��������� ��� ���������

�������

����� ���������������

��� ������������ ����� ��� 10 ������ ������� ����� 45 ������� �� ��� ����

���� ��� ��������� ��� ��� ���� ����������������� ����������� ���� ��� �����

�� G ������ ��� ������������� ������ S45 �������� ������������ ��� ��������

��� ����� ���

��� ����� ���� ����������� ����� �������� ������ ������������������ ��������

�������

A1 = G

A2k = S({1,...,k},{k+1,...,45}) ∀1 ≤ k ≤ 45

A2k+1 = S({1,...,k},{k+1},{k+2,...,45}) ∀1 ≤ k < 45

��� ��� ����� ��� ��������������� ��� G ��� ����� ��� ����������������

������� ���� ������������ �������� ������������ ������ ������� ���� ���

���� ����������� U ��� G ���� ������������ ��� ��� ����� U\G ����������

������� �� �� ���� ��������� ��������� g1, g2 ∈ G ���� Ug1 � Ug2 �������

����� ����� ���� ��� �������� ������� g�1 ��� ��� ����� {ug1 | u ∈ U} �������

��� ��� ��� �������� ������� ��� ����� {ug2 |u ∈ U}� ��� ����������������

����� ����� �� �������� ���� ��� ���� �������� g ∈ G ��� ������������ U

��� B ��� G ����� ��� ���� ������ ������� �������� ����������� �� ��� ����

UgB = {Ugb | b ∈ B} ��� ��������� ������ �����

��������� ������������ ������ ��� ����� ��������� ��������� ��� ������

�������� ��� ����������� �������� ������������� ��� ���������� ��� ��� ���

����� ���� ��������� ��� ��� ����� ������������ ��� �� �������� ���� ���

���� ��� ��������
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��������� ���� ������ ����� ������������� ������������

�� ��������� ��� ��� ��� ����� ��� ���� ����������� ��� ������ ��� ������

�������� ������������������ ������������ �� ��������� (A1, . . . , A90) ��� �����

�� ������������������� ��� ��� ��� ������������ ��� ����������� ���������

����� �� ����� ��� ������������� ������������������ ��������� ��� g ∈ G ���

���� ������ E� �� ���� ��� ����������������� ��� Eg ����������� ������ �����

�� ������ ������ E ���������� �������� ���� ������� i, k ∈ {1, . . . , 50} ���

i < k� �� ���� E = Ai∩Ak ���� ��� ����� ��� ����������� ������ ��� �������

��� ����������������� ������������� ������������ ������� ��� ������������

��� ��������� ��� ������ ������� ���������������� ��� ������ ��� �����������

��� ������������ ����� ���� ������������ ������ ����� ��� ��� ������� ��

��������� ��� ������������ ��� ����� ����� ��������� ���� ���� ����������������

������������ ������������� ��� �������� ���������� ���� ��� ������������ ���

���������� ����������� ������

���� ����������������� ����������� ���� ������ ��� ���� ρ = (A1p, . . . , A50p)

���������� ��� �������� ���� �� ��� ��������� ����������� A50p� ��� ��� �����

����� ������ ����� �� ����� ��������� ���� ��� ����� ����� i ≤ 50 ����������
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��������� ���� ������ �� ����������

��� ������ ��� ������������� ������������� ��� ��� ���� �������� ��������

������������� �������� ����������� ����� ��� ����� ��� ������������ ���

������ ������ {Aipa | a ∈ A50} ��� {Aipb | b ∈ B}� ��� ����������� ��� ����

�� {Aipb | b ∈ B} ��� ����� ������������ ��� ��� ������ ��� �� ��������������

������������� ����� ���� ��� ����� ��������� �������

|{Aipb | b ∈ B}| =
|B|

|B ∩ p−1Aip|

��� ������ �� ����� ��� ��� ������� ����� ��� ��������� ��� ��� ����� ��� ����

���������� ��� ����������� Aip �� B� ����� ��� ��� ����� ������ �������������

����� �������������� ������� ��� ��� ������ ��� �� �������������� ������

������� ���� �� ��������� ��� ��� ��� ���� ������� i ��� 1 ��� 50 ��� �����������

��� ����� {Aipb | b ∈ B} ������������ ��� ����������� �������� ��� ������

���� ��� ��� ��� ���������������������� ��� ����������������� ����������� ��

��������� ��� ��� ������ �� ���������

��� ��������� ���������������� ��� ��������� ������ ����� ����� ���� ����

����� ������������ ��� ������� ����������� ����������� ������� �� ���������

�� ��� ������ ������� ����������� ������ ��� ������������ ��� ������ ����

�������� ����� �������� ������������ �� ��� ���������� ��� ������������ ���

��������� ������ �� ��������� ��� ��� ���� ��� �������� ������� ��� �����

������ ��� ��������� ��� ���������� ������ ��� ������ ���� ������� ��� ����
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����������������� ������������

��� ���������� ��� �� ��� ���������������������� ��� ����������� ������ ��

��������� ��� �� ����� ����� ������ ��� ��� ����������������� ������ ���

������� ��� ������ ������������� ������� �� ���� ��� ��� ��������� ������

��� ���������� ��� �������������� ����������� �������� ������ ���������������

��� ���� �� ��� ������������� ��� ������ ������� ����������� �� �������� ����

��� ��������� ��� ������������������

�� ������ ������� ������ ��� ������������� ��� ����������� ����������� ���

������� ��� ��� ����������������� ����������� ����������� ��� ������ �����

������� ������ ������������ ����� ������� �� ���������� ��� ����� ������� ��

��������������� �����������

���������� G ���� ������ ��� A ��� B ���� ������������ ��� G� �� ���� ���

����������� ��� ������� ��� ������������ ����� ����������� ��������������

��� ������������������ A\G/B ���������� ������� �� ��� ��� ������ �����

������� ������ ����� �������� ��� ����������� �������������� ����� ���������

����������������� �� ���������� ���� ��� ������� ����������� ������������

��� �� ����������

��� ����������������� ����������� �������� ��� �������������� ���� �� ��� ���

��� �� ����� ��������� ����������������� ��� ����������� �������������� ��

���������� ������ ����������� ���� ������ �� ����������� ��� ��� ���������

������ ��������� ��� ���������� ��� ����������� �������������� ����� ����

��������������� A\G/B ���������� �������

��� ��� ��������� ����� ����� ��� �������������� �������� ��� ��� ��� ���

����������� ��� ������� ���� ����������� �������������� ��� ������������

������� A\G/B ��������� ������ ��� ��� ����������������� �� �����������

��� ��� �������������� ��������� ��� ������������ ��� ������ �����������

�������������� ���������� �����

���� ��� ����� ����� ��� ������� ��� ���� ��� �������� ���� ����������

������� ��� n ������ ��� ��� ���������� �� ������������� ��� ��� �������

������������������� ���������� ������� �� ��� �������� ��� ����� �����

��� ����� �� ����� ������� ������������ ��� ��� ����� ��� ���� �����������



���

���������� ������ ����� ���� ����� ���� ������������ ��� ��� ������� G�

A ��� B ��� ����������������������� A\G/B� ��� ��������� ��� ������

����� ���������� �������� ������� ���� ����������������� ���������� ���

��� ����������������������� ����� ���� ��� ������������ ����� ����������

������� ��� n ������ ����� ��� ���������� ��� ������������������ ������

���� ������������ ������� ��������� ������� ����� ������ ���� ������ ��������

��������� ��� ��� ����� ��������� ��� ����������������� ������������

�� ������ ������ ���� ������ ������� ���� ��� �� �������� ������������� ����

���������� ������ ������� ���� ��� ������ ������� ��� �������� ������ ���

������������� ���������� ������

����� ���������������

��� ��������� ��� ������ ����������� ������ ���� ���������� ������� ���

4, 5, 6, 7, 8 ��� 9 ������ ���������� ��� ������������ ����� ��� n ������ ���

����� ����� m = n · (n − 1)/2 ������� ��� ������������ ����� ������� ��� n

������ ������ ������������ ��� �������� ��� ����� ��� ��� ������ G ������

��� ������������� ������ Sm ��������

��� ��� ������������ ��� ������� ��� n ������ ����� �������� ������ ������

������������� ����������

A1 = G

A2k = S({1,...,k},{k+1,...,m}) ∀1 ≤ k ≤ m

A2k+1 = S({1,...,k},{k+1},{k+2,...,m}) ∀1 ≤ k < m

��� ������������ ����� ��� ����� �������������������� �������� ������� ���

������� �� ��������� ����� ����������� ������ ��������� ������������ ������

��� ����� ��������� ��������� ��� �������������� ��� ����������� ��������

������������� ��� ���������� ��� ��� ��� ����� ���� ��������� ��� ��� �����

������������ ��� �� �������� ���� ��� ���� ��� ��������

����� ����������

��� �� ��������� ��� �� ����� ���� ��������� ��� ����������� ��� �������

��� ��� ����������������� ������ ��� ����� ���������� ��� ���������� �����

���������� ������� ��� ��� �� ���� ������� �� ��������� ��� ��� ��� �����

���� ����� ��� ������ ����������� ������� ����� ��� ������ ��� �������������
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��������� ���� ������ �� ����������

������� ������������ ���� ���������� ��� ��� ������������ �� ��� �������� ���

������ ����������� ���� ����� ������� �������������

��� ��������� ��� ������������ ��� ������� ��� ��� ����������������� �����

������������� ���� ��� ����������� ��� ������� ����� �� ������� ����������

������ �������� ������ �� ��������������� ���� ��� ������� ��� 10 ������

������� ��� ��� ����������� ��� ������� ����� ���� ��������� ������� ��

����� ��� ��� ������������ ����� ��������� ������� ��� 9 ������ 34 ��������

�������� �������� ������� ��� ��������������� ��� �������������� ��� ������

����������� ���� ���� ���� �������� ������ ��� ��������� ��� ������� �������

����� ��� ������������ �� ��������� ���� ��� ������� ��� ������� �� ������

���� ��� ���� �������������� ���������� ��������

��� ����������������� ����������� ����������� ��� ��������� ������� �� ����

�������� ����� ���������� ��� �������������� ���������� ����� ������ ���

��� ��� ���� ������ ���������� ������������ ��� �������������� ������������
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